
مخطط الوحدة

المصادر والأدواتالمصطلحاتالنتاجاتاسم الدرس
عدد 

الحصص

1كتاب التمارين والأنشطة العملية.• أستعد لدراسة الوحدة

معمل برمجية جيوجبرا:  
استكشاف ميل مماس 

المنحنى.

يصف التغير في قيمة ميل المماس من نقطة • 
إلى أخرى على منحنى كثير الحدود.

جهاز حاسوب. • 
برمجية جيوجبرا.• 
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 الدرس1: 
تقدير ميل المنحنى.

يجد ميل مماس مرسومًا عند نقطة على • 
منحنى الاقتران.

ا، ويقدر ميله عند نقطة على •  يرسم مماسًّ
منحنى الاقتران.

يكتب معادلة المماس.• 
يقدر السرعة اللحظية عند نقطة على منحنى • 

المسافة - الزمن.

القاطع، المماس، نقطة التماس، 
الميل، معادلة المماس، السرعة 

اللحظية، التسارع اللحظي.

جهاز حاسوب. • 
برمجية جيوجبرا.• 
آلة حاسبة.• 
ورق رسم بياني.• 
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 الدرس2:
الاشتقاق.

يتعرف مفهوم مشتقة كثير الحدود. • 
يجد مشتقة كثيرات الحدود باستعمال • 

القوانين.
يجد الميل باستعمال المشتقة.• 
يجد السرعة اللحظية والتسارع اللحظي • 

باستعمال المشتقة.

جهاز حاسوب. • المشتقة، كثير الحدود، الميل.
برمجية جيوجبرا.• 
آلة حاسبة.• 
ورق رسم بياني.• 
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 الدرس3: 
القيم العظمى والقيم 

الصغرى.

يتعرف النقاط الحرجة.• 
يجد القيم العظمى والقيم الصغرى لكثيرات • 

الحدود.
يحل مسائل حياتية عن القيم العظمى والقيم • 

الصغرى لكثيرات الحدود.

النقطة الحرجة، القيمة العظمى، 
القيمة الصغرى، الميل، المشتقة.

جهاز حاسوب. • 
برمجية جيوجبرا.• 
آلة حاسبة.• 
ورق رسم بياني.• 
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1عرض نتائج المشروع

2اختبار الوحدة

14مجموع الحصص
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 الصف العاشر

إيجاد ميل منحنى مماسه مرسوم.• 
تقدير ميل المنحنى عن طريق رسم المماس.• 
اشتقاق كثيرات الحدود.• 
إيجاد الميل باستعمال الاشتقاق.• 
إيجاد السرعة والتسارع اللحظي.• 
إيجــاد النقــاط الحرجــة والقيــم الصغــرى والقيــم • 

العظمــى.
حل مسائل حياتية. • 

 الصف الحادي عشر العلمي

تعرف النهايات.• 
 • .)n لأي عدد نسبي( xn إيجاد مشتقة
ة أنواع من الاقترانات.•  إيجاد مشتقة عِدَّ
اسـتعمال قاعـدة السلسـلة لإيجاد مشـتقة • 

اقترانين. تركيـب 
إيجـاد النقاط الحرجة واسـتعمالها لرسـم • 

منحنـى الاقتران.
تعرف القيم القصوى المحلية والمطلقة.• 

 الصف التاسع

تمثيل بعض الاقترانات بيانيًّا.• 

تفسير منحنى المسافة- الزمن.• 

تفسير منحنى السرعة- الزمن.• 

إيجاد ميل المستقيم ومعادلته.• 

تعرف القاطع، والمماس، ونقطة التماس.• 

الترابط الرأسي بين الصفوف

الوحدةُ

6
المشتقاتُ
Derivatives 
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

. ، ونقطةِ التماسِّ ، والقاطعِ ✔  تعريفَ المماسِّ
. ✔  حسابَ ميلِ المستقيمِ

. ✔ معادلةَ الخطِّ المستقيمِ
 - ، ومنحنى الســرعةِ - الزمنِ ✔  منحنى المســافةِ

. الزمنِ

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأَتعلَّ

. "  تقديرَ ميلِ المنحنى عنْ طريقِ رسمِ المماسِّ
"  إيجادَ المشتقةِ الأولى لكثيراتِ الحدودِ.

"   إيجــادَ القيــمِ العظمــى والصغــر￯ لكثيراتِ 
الحدودِ.

.￯حلَّ مسائلَ حياتيةٍ عنِ القيمِ العظمى والصغر  "

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

لُ الاشــتقاقُ لإيجادِ الميلِ عندَ أيِّ  يُستعمَ
لُ الحســاباتِ  نقطةٍ على المنحنى؛ ما يُســهِّ

في كثيرٍ منَ التطبيقــاتِ العلميةِ والحياتيةِ التي 
. ومنْ  يُمكِنُ نمذجتُها باســتعمالِ الاقتراناتِ

، حســابُ سرعةِ سيّارةٍ عندَ لحظةٍ ما،  ذلكَ
هُ كرةٌ عندَ  وحســابُ أعلى ارتفاعٍ تبلغُ

ركلِها إلى الأعلى.

الوحدةُ

6

لاحقًاسابقًا

نظرة عامة على الوحدة:

تعرف الطلبة فيما سبق مفهوم الاقتران، وكيفية تمثيله بيانيًّا 
وإيجاد مجاله ومــداه وأصفاره. وكذلــك تعرفوا مفهوم 
القاطع وإيجاد ميل المســتقيم ومعادلته. وسيتعلمون في 
هذه الوحدة إيجاد ميل منحنى اقتران عند نقطة التماس مع 
مستقيم مرسوم، وتقدير ميل منحنى اقتران عن طريق رسم 
المماس، وتقدير الســرعه اللحظية. وكذلك إيجاد الميل 
باستعمال الاشتقاق، وحساب السرعة والتسارع اللحظي، 
فضلً عن تعرف مفهوم النقاط الحرجة، والقيم الصغرى، 

والقيم العظمى، وإيجادها، وحل مسائل حياتية عنها. 
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عملُ صندوقٍ حجمُهُ أكبرُ ما يمُكِنُ

خ\واتô تنفيِ} المشروعِ: 
. ربَّعاتٍ متساويةٍ 1  أقصُّ أربعةَ مُ

، فينتجُ صندوقٌ على شــكلِ متوازي  ها على بعضٍ 2  أُطبِقُ الأطرافَ بعضَ

، مفتوحٌ منَ الأعلى. مستطيلاتٍ
، ، والعرضِ ، بقياسِ كلٍّ منَ الطولِ 3  أحسبُ حجمَ الصندوقِ

هِ؟ ا باستعمالِ ورقةٍ منَ المقاسِ نفسِ والارتفاعِ باستعمالِ المسطرةِ. هلْ يُمكِنُ عملُ صندوقٍ أكبرَ حجمً
ربَّعِ المقصوصِ منْ كلِّ زاويةٍ يساوي x، وأكتبُ  ، وافتراضِ أنَّ طولَ ضلعِ المُ ، ولكنْ بطريقةٍ جبريةٍ 4  أُعيدُ الخطواتِ السابقةَ

.x ِثمَّ أستعملُها لإيجادِ حجمِ الصندوقِ بدلالة ، ثلاثةَ مقاديرَ جبريةٍ تُمثِّلُ الطولَ والعرضَ والارتفاعَ
.V(x) ِ5 أكتبُ اقترانًا يمثلُ حجمَ الصندوق

. ها الحجمُ أكبرَ ما يُمكِنُ 6  أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي يكونُ عندَ

7 أُمثِّلُ اقترانَ الحجمِ بيانيًّا باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا.

هــا الحجمُ أكبرَ ما يُمكِنُ باســتعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، وذلــكَ بالضغطِ على أيقونةِ  ــقُ منَ النقطةِ التي يكونُ عندَ 8  أتحقَّ

. ، ثمَّ نقرِ المنحنى، فتظهرُ إحداثياتُ نقاطِ القيمِ القصو￯ على يسارِ الشاشةِ  منْ شريطِ الأدواتِ

عرضô النتائجِ:
ا تقديميăا أôبي»نô فيِ�: ðمجموعتي عر� Øِأفرا óعِد́ م�ôأ

 . لَ إليْها كلُّ فردٍ في المجموعةِ 1  النتائجَ التي توصَّ

تْها. ، وكيفَ تجاوزَ تْها المجموعةُ في أثناءِ العملِ بالمشروعِ 2  بعضَ الصعوباتِ التي واجهَ

. لُ فيهِ فكرةُ المشروعِ ا لتطبيقٍ حياتيٍّ أوْ علميٍّ تُستعمَ 3  مقترحً

. فكرةُ المشروعِ حسابُ أكبرِ حجمٍ ممكنٍ لصندوقٍ باستعمالِ المشتقةِ   
 ، ــصٌّ ، مق ــطرةٌ ، مس ــهِ ــاسِ نفسِ ــنَ المق ــكلِ م ــتطيلتا الش ￯ مس ــوّ ق ــونِ المُ ــنَ الكرت ــانِ م الموادُّ والأدواتُ  ورقت   

ــرا. ــةُ جيوجب برمجي

مشروعُ 
الوحدةِ

ـــر  ـــه أكب ـــدوق حجم ـــل صن ـــدة: عم ـــروع الوح مش

ـــن. ـــا يمك م

هدف المشروع:  ربط الرياضيات بالحياة، وتنمية مهارات 

التفكير والتجربة العلمية في أذهــان الطلبة، بإيجاد أكبر حجم 
ممكن لصندوق مصنوع من قطعة ورقية مستطيلة الشكل.

خطوات تنفيذ المشروع

ف الطلبة بالمشــروع وأهميته في تعلــم موضوعات •  عــرِّ
الوحدة.

ن كلٌّ منها من )7-5( •  ع الطلبــة إلى مجموعات، يتكوَّ وزِّ
طلبــة، ثم اطلب إلى أفراد كل مجموعة أن يوزعوا الأدوار 

رًا لهم. بينهم، ويختاروا مُقرِّ
اذكر للطلبة المواد والأدوات اللزمة لتنفيذ المشروع، مثل: • 

المقوى،  والورق  جيوجبرا،  وبرمجية  الحاسوب،  جهاز 
المُنتَج  عناصر  بيان  عن  فضلً  والمسطرة،  والمقص، 
توثيق خطوات  أهمية  لهم  دًا  مُؤكِّ المطلوب منهم،  النهائي 
المناسبة.  بالصور  وتعزيزه  باستمرار،  المشروع  تنفيذ 
الشاشة  طباعة  خاصية  استعمال  بإمكانية  رهم  ذكِّ وكذلك 
في  المفاتيح  لوحة  على  الموجودة   )print screen(
بجهاز  المُتعلِّقة  التنفيذ  خطوات  لتوثيق  الحاسوب؛  جهاز 

الحاسوب وبرمجية جيوجبرا.
ح للطلبة معايير تقييم أعمالهم، مستعيناً بسُلَّم التقدير.•  وضِّ
بيِّــن للطلبة الأوقــات التي يمكــن فيها تنفيــذ خطوات • 

ذ الخطــوات )4-1( بعد الانتهاء  المشــروع. فمثلً، تُنفَّ
من الــدرس الأول، والخطــوة )5( بعد الــدرس الثاني، 

والخطوات )8-6( بعد الدرس الثالث.
د وقتًا مناســبًا لعرض النتائج التي •  عند انتهاء الوحدة، حدِّ

ل إليها الطلبة، وناقِشهم فيها. توصَّ

عرض النتائج

اطلــب إلى أفراد كل مجموعة المشــاركة في عرض جزء • 
من نتائج المشــروع )تكمن أهمية هذه الخطوة في تعزيز 
مهــارات الطلبة التكنولوجية، ومهاراتهــم الحياتية، مثل: 

التواصل، والتعاون(.
الفت انتباه الطلبة إلى ضرورة اســتعمال التكنولوجيا في • 

عرض نتائج المشــروع، وإعداد عــرض تقديمي يحوي 
صورًا لمراحل التنفيذ.

ح للطلبة أهمية اشــتمال التقرير على الصعوبات التي •  وضِّ
الجديدة  التغلب عليهــا، والمعلومات  واجهتهم، وكيفية 
فوها، ومقترحاتهم عن كيفية تطوير المشــروع؛  التــي تعرَّ

تعزيزًا لمهارات حل المشكلت لديهم.
اطلب إلى الطلبة تدوين تقييمهم الذاتي للمشروع، ونبِّههم • 

إلى إمكانية الاستعانة بأداة التقييم المجاوره.
اطلب إلى طلبة الصف التصويت على المشروع الأفضل.• 

123المعيارالرقم

فوها.1 توثيق أفراد المجموعة مصادر المعلومات التي تعرَّ
ا.2 تعبير أفراد المجموعة عن حجم الصندوق جبريًّ
3

إيجاد أفراد المجموعة أكبر حجم للصندوق، وتحققهم 
من صحة الحل.

المشاركة الفاعلة لجميع أفراد المجموعة.4

5
مراعــاة أن يكون التقريــر المكتوب كامــلً، ومنظمًا، 

ويحوي رسومًا توضيحية.
اتصاف العرض التقديمي بالوضوح والشمول.6

إنجاز المهمة بوجود أكثر من خطأ. 1
إنجاز المهمة بوجود خطأ بسيط. 2

إنجاز المهمة بصورة صحيحة من دون خطأ. 3

أداة تقييم المشروع
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أستعدُّ لدراسةِ الوحدةِ 6: المشتقاتُ الوحدةُ 

أختبرô معلوماتي Rبلó البدÊِ بدراسةِ الوحدةºِ وفي حاéِ عدمِ تأك́دï منó اüجابةِ أستعينô بالمراجعةِ.
إيجادُ ميلِ المستقيمِ.

ا يأتي: öمم Ąالمستقيمِ المار» بالنق\تي÷نِ في كل óميل ôجِدóأ
1  (4, 2), (5, 6)       2  (3, 6), (-2, 6)

.(3, 4) óو º(1, 2) :ِالمستقيمِ المار» بالنق\تي÷ن óميل ôجِدóمثالٌ: أ
   m = 

y2 - y1

x2 - x1

        m ِصيغةُ ميلِ المستقيم 

m = 4 - 2
3 - 1

 = 1    (x1, y1) = (1, 2), (x2, y2) = (3, 4) 

يةِ.  حَلُّ المعادلاتِ الخطِّ

ل́ ك°ă منó المعاØلاتِ ال�\»يةِ اùتيةِ: ôحóأ
1  5x + 5 = 4 - 7x  2  2(1 - 2x) = 8x - 3  3  3(4x - 2) = 8(x + 6)

 3x + 5  = x - 3 óال�\»ية óلةØل́ المعا ôحóمثالٌ: أ
   3x + 5 = x - 3        ُالمعادلةُ الأصلية 

2x + 5 = -3  بطرحِ x منَ الطرفيْنِ     
2x = -8  بطرحِ 5 منَ الطرفيْنِ     

x = -4  بقسمةِ الطرفيْنِ على 2     

 حَلُّ المعادلاتِ التربيعيةِ.

ل́ ك°ă منó المعاØلاتِ التربيعيةِ اùتيةِ: ôحóأ
1  x2 - 3x + 2 = 0  2  x2 + 6x + 9 = 0   3  x2 - 4x + 7 = 0

x 2 + x - 6  = 0  óالتربيعية óلةØل́ المعا ôحóمثالٌ: أ
ل́ ìِ{v المعاØلةó باستعماéِ التحليلِ إلى العواملِ: ôحóأ

x2 + x - 6 = 0     
   (x + 3)(x - 2) = 0  بالتحليلِ إلى العواملِ    
x + 3 = 0, x - 2 = 0  خاصيةُ الضربِ الصفريِّ    

x = -3,  x = 2 لِّ المعادلتيْنِ الناتجتيْنِ      بحَ

4          0

x = - 1
12

x = 2, x = 1
x =-3 لا توجد إجابات 

حقيقية.

x = 5
12

x = 13.5
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أستعدُّ لدراسةِ الوحدةِ 6: المشتقاتُ الوحدةُ 

 x1 = -3, x2 = 2  : لُّ المعادلةِ هوَ ، حَ إذنْ
. لُّ المعادلةِ باستعمالِ القانونِ العامِّ ا حَ يُمكِنُ أيضً

a = 1, b = 1, c = -6 أóجِدR ôيمó المعام°تِ: 
x = 

-b ±  √b2 - 4ac
2a

 القانونُ العامُّ 

 = 
-1 ±  √25

2
، والتبسيطِ   بالتعويضِ

 x1 = -1-5
2

 , x2 = -1+5
2

 
x1 = -3, x2 = 2 : لُّ المعادلةِ هوَ ، حَ إذنْ

إيجادُ ناتجِ ضربِ المقاديرِ الجبريةِ.
:òورةÉ �ِا يأتي في أبس öمم ă°ك ôأكتب

1  8x(3x - 2)  2  (x - 6) (x + 4)   3  (x - 7) (x + 7)

:òورةÉ �ِا يأتي في أبس öمم ă°ك ôمثالٌ: أكتب
1) (x - 3) (x + 4)

(x - 3)(x + 4) = x2 - 3x + 4x - 12  بتوزيعِ الضربِ   
= x2 + x - 12  بالتبسيطِ    

2) (x + 1) (x - 1)

(x + 1)(x - 1) = x(x - 1) + 1 × (x - 1)     ِبتوزيعِ الضربِ على الجمع 
= x2 - x + x - 1      ِبتوزيعِ الضربِ على الطرح 
= x2 - 1       ِبجمعِ الحدودِ المتشابهة 

حسابُ محيطِ الدائرةِ ومِساحتِها.
ا يأتي: öمم Ąا في كلvِر÷\ ôR ôع\ى نص� ôللدائرةِ الم óوالمِساحة óالمحي� ôجِدóأ

1  r = 5 cm  2  r = 7 cm    3  r = 8 cm

:3 cm اvِر÷\ ôR ôللدائرةِ التي نص� óوالمِساحة óالمحي� ôجِدóمثالٌ: أ
 C = 2πr            ِصيغةُ محيطِ الدائرة 

 = 2 π (3)= 6 π cm      ِوالتبسيط ، طْرِ  بتعويضِ طولِ نصفِ القُ
 A = πr 2             ِساحةِ الدائرة  صيغةُ مِ

   = π (3)2 = 9 π cm2 ، والتبسيطِ    طْرِ  بتعويضِ طولِ نصفِ القُ

24x 2 - 16x

C = 10π  cm

A = 25π  cm2

C = 14π  cm

A = 49π  cm2

C = 16π  cm
A = 64π  cm2

x 2 - 2x - 24 x 2 - 49

التقويم القبلي )التشخيصي(:

استعمل صفحة )أســتعد لدراســة الوحدة( في كتاب التمارين • 
ر المعرفة السابقة  والأنشطة العملية؛ لمســاعدة الطلبة على تذكُّ
اللزمة لدراســة هذه الوحــدة، مثل: حل المعــادلات الخطية 
والتربيعية، وإيجاد ميل مستقيم باستعمال نقطتين واقعتين عليه، 
وضرب المقادير الجبرية، وحســاب محيط الدائرة ومســاحتها 

التي عُلِم نصف قطرها.
ل بينهم، وحث الطلبة الذين •  ه الطلبة إلى حل الأسئلة، ثم تجوَّ وجِّ

يواجهون صعوبة في حل أي سؤال على قراءة المثال المقابل له.
اختر ســؤالًا واجه الطلبة صعوبة في حلــه، ثم اكتب على اللوح • 

إحــدى إجابــات الطلبة غيــر الصحيحة - من دون ذكر اســم 
الطالب-، وأَدِرْ نقاشًا حوله.

ر الطلبة بمميز المعادلة  لتحديد عدد حلــول المعادلة التربيعية، ذكِّ
وحالاته الثلث:

المميز > 0، إذن، يوجد حلن حقيقيان.• 
المميز = 0، إذن، يوجد حلن متماثلن )حل واحد حقيقي(. • 
المميز < 0، إذن، لا توجد حلول حقيقية.• 

إرشادات للمعلم
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يُمكِنُني استعمالُ برمجيةِ جيوجبرا لوصفِ التغيُّرِ في قيمةِ ميلِ المماسِّ منْ نقطةٍ إلى أُخر￯ على منحنى كثيرِ حدودٍ.

معملُ
برمجيةِ 
جيوجبرا

نشاطٌ 

 º ôìعلى منحنا òكة تحر» ôم òنق\ة óا عند ăمماس ôم¬ أرسم> ºبرمجيةِ جيوجبرا éِا باستعماăبياني f(x) = x3 - 6x2 + 9x - 2 óëتراRالا ôم�»لôأ
. ا التغي́رó في Rيمةِ ميلِ المماس» ðفÉوا

ال�\وةô 1: أُمثِّلُ منحنى الاقترانِ بيانيًّا باتباعِ الآتي:
: ، ثمَّ أكتبُ قاعدةَ الاقترانِ بنقرِ المفاتيحِ الآتيةِ  أكتبُ =f(x) في شريطِ الإدخالِ

كةً A على منحنى الاقترانِ باتباعِ الآتي: تحرِّ دُ نقطةً مُ ال�\وةô 2: أُحدِّ
، ثمَّ أنقرُ زرَّ  .  أكتبُ a = 1 في شريطِ الإدخالِ

، ثمَّ أنقرُ زرَّ  .  أكتبُ A = (a, f(a)) في شريطِ الإدخالِ
، ثمَّ تحريكِها. ها باستمرارٍ يُمكِنُني تغييرُ موقعِ النقطةِ A على منحنى الاقترانِ بنقرِ

استكشافُ ميلِ مماسِّ المنحنى
Exploring The Slope of The Tangent

التعلم القبلي: 

تمثيــل كثيرات الحــدود بيانيًّــا باســتعمال برمجية • 
جيوجبرا.

تعيين نقطة متحركة على التمثيل البياني لكثير الحدود.• 

يمكنك تحميل برمجية جيوجبــرا المجانية وتثبيتها 
علــى أجهزة الحاســوب فــي مختبر مدرســتك، 

وتحديثها باستمرار، مُستعمِلً الرابط الإلكتروني:
https://www.geogebra.org/download

إرشادات للمعلم

التهيئة1

ه مع الطلبة إلى مختبر الحاسوب في مدرستك.•  تَوجَّ
ع الطلبة إلى مجموعــات ثنائية، بحيث يكون أحد •  وزِّ

الطالبين في كل مجموعة محيطًا بمهارات الحاسوب.
اطلب إلى الطلبة تشــغيل أجهزة الحاســوب، وفتح • 

برمجية جيوجبرا. 
ف الطلبــة بمزايــا برمجيــة جيوجبــرا الجبرية •  عــرِّ

والهندســية. فمثلً، يمكن استعمال هذه البرمجية في 
حل المعادلات، ورســم التمثيل البياني للقترانات، 
ورسم المماس عند نقطة على اقتران، وقياس الزوايا.

التدريس2

ذوه •  ــح للطلبة كيفية تنفيذ النشــاط، ودعهــم يُنفِّ وضِّ
بأنفسهم.

اطلب إلى أفــراد المجموعات تطبيق الخطوات على • 
هًا،  ل بينهم مُرشِــدًا ومُســاعِدًا ومُوجِّ التوالي، وتجوَّ
ن من تنفيذ  د أن كل فرد في المجموعــة قد تمكَّ وتأكَّ

النشاط.
ناقِش الطلبة في النقاط التي يكون عندها ميل الاقتران • 

موجبًا، أو ســالبًا، أو صفرًا، ثم اطرح عليهم السؤالين 
الآتيين:

هل يُوثِّر اتجاه المماس في إشارة الميل؟ »
«  xهل يمكن إيجاد علقة بيــن المماس والمحور 

الموجب؟

معملُ

برمجيةِ 

جيوجبرا

توفيــرًا للوقت، ولكيل يضطر الطلبة إلى اســتعمال كتبهم • 
في أثناء تنفيذ النشاط؛ اســتعمل جهاز العرض )إن توافر( 
في المختبر لعرض صور من كتاب الطالب لمعمل برمجية 
جيوجبرا، ويمكنك وضع الصور في ملف العرض التقديمي 

.(powerpoint)

ــر الطلبة أنــه يمكنهم تنزيــل برمجيــة جيوجبرا على •  ذكِّ
هواتفهــم الذكية من متجر الهاتف، فضلً عن وجود العديد 
مــن البرمجيات والآلات الحاســبة البيانيــة التي يمكنهم 

استعمالها.

إرشادات للمعلم
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الوحدةُ 6

.A ِا للمنحنى عندَ النقطة ال�\وةô 3: أرسمُ مماسًّ
 أكتبُ Tangent (A, f ) في شريطِ 

، ثمَّ أنقرُ زرَّ  . الإدخالِ
ي  ظُ أنَّ برمجيةَ جيوجبرا تُسمّ  أُلاحِ

 . المماسَّ g بصورةٍ تلقائيةٍ

.A ِدُ ميلَ المماسِّ عندَ النقطة ال�\وةô 4: أَجِ
 ،  أكتبُ Slope(g) في شريطِ الإدخالِ

ثمَّ أنقرُ زرَّ  .

ظًا التغيُّرَ في قيمةِ  كُ النقطةَ A، مُلاحِ ال�\وةô 5:  أُحرِّ
: ، ثمَّ أُجيبُ عنِ الأسئلةِ الآتيةِ الميلِ
 متى يكونُ ميلُ المماسِّ موجبًا؟
 متى يكونُ ميلُ المماسِّ سالبًا؟

ا؟   متى يكونُ ميلُ المماسِّ صفرً

أتدرب

 óا التغي́ر ðفÉوا º òكة تحر» ôم òنق\ة óمن÷ها عند Ąا لكل ăمماس ôم¬ أرسم> ºبرمجيةِ جيوجبرا éِا باستعماăتيةِ بيانيùتراناتِ اRالا óمن ă°ك ôم�»لôأ
: في Rيمةِ ميلِ المماس»

1  f(x) = (x-1)2 + 3 2  h(x) = 3-2x – x2

3  f(x) = x4 –2x3 -4x + 3 4  h(x) = 2
3

 x3 - 5
2

 x2 – 3x + 2

(4-1) انظر ملحق الإجابات

تنويع التعليم:

اطلب إلى الطلبة من ذوي المســتوى دون المتوسط • 
تمثيل معادلة خطية أو تربيعية بيانيًّا باستعمال برمجية 
ج معهم في الخطوات حتى يتمكنوا  جيوجبرا، ثمَّ تدرَّ

من تنفيذ النشاط.
ــه الطلبــة إلى البحث فــي شــبكة الإنترنت عن •  وجِّ

زهم  الاســتعمالات الممكنة لبرمجية جيوجبرا، وحفِّ
على تبــادل الخبــرات المتعلقــة بالمهــارات التي 

تعلموها؛ تعزيزًا لمهارتي البحث والتواصل لديهم.

التدريب3

ــه الطلبة إلــى حل أســئلة بند )أتــدرب( الوارد •  وجِّ
ذكرها في معمل برمجية جيوجبــرا، بعد الانتهاء من 
تنفيذ النشاط مباشــرةً؛ بتطبيق ما تعلموه من مهارات 

باستعمال البرمجية.
اختر بعض الأخطاء التــي وقع فيها الطلبة - من دون • 

ذكر أســمائهم؛ تجنبًا لإحراجهم-، ثــم ناقِش طلبة 
الصف فيها.

   الواجب المنزلي: 

اطلب إلى الطلبة أن يحلوا في البيت الأســئلة التي لم • 
يتمكنوا من حلها في غرفة الصف.

في اليوم التالي، اطَّلِع على حلول الطلبة، وناقِشهم في • 
أي صعوبات واجهوها في أثناء الحل.

الإثراء4

ة اقترانات بيانيًّا، وإيجاد •  اطلب إلى الطلبة تمثيل عِــدَّ
النقاط التي يكون عندها الميل صفرًا، ومحاولة تفسير 

ذلك.
اطلب إلى الطلبــة مقارنة إجاباتهــم بعضها ببعض، • 

ز الطلبة من ذوي المســتوى فوق المتوسط على  وحفِّ
مساعدة بقية زملئهم.

ح للطلبة أنه يمكنهم توثيــق المهام المنوطة بهم •  وضِّ
باســتعمال برمجية جيوجبرا عــن طريق التقاط صور 
لشاشة الحاســوب باســتعمال مفتاح (PrtScr)، أو 
من تبويــب (Edit) فــي برمجية جيوجبــرا باختيار 
(Graphics view to clipboard)، أو مــن لوحة 
 (Ctrl+shift+C) المفاتيــح بالضغط علــى أزرار
معًا، ثم عمل لصــق (paste) بالضغــط على أزرار 
المطلــوب من  الموضــع  فــي   (Ctrl+shift+V)

الملف المراد توثيق المهمة فيه.

يمكن إعادة توزيــع الطلبة في المجموعات قبل البدء بحل أســئلة بند 
)أتدرب(؛ لكي يتبادلوا الخبرات فيما بينهم.

إرشادات للمعلم

تعليمات المشروع:

أخبر الطلبة أنه يمكنهم الاستفادة من برمجية جيوجبرا لتنفيذ الخطوتين 7 و8  في • 
المشروع.

الختام5

ه الطلبة إلى كتابة كثير حدود من الدرجة الثانية أو أكثر، ثم إمراره إلى زميله في •  وجِّ
المجموعة؛ لتمثيله بيانيًّا باســتعمال برمجية جيوجبرا، وإيجاد ثلث نقاط يكون 

عندها الميل موجبًا، وسالبًا، وصفرًا.
اطلب إلى كل طالب أن يتحقق من حل زميله.• 
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الدرسُ

11
تقديرُ ميلِ المنحنى

Estimating Slope

فكرةُ الدرسِ تقديرُ ميلِ المنحنى.   
. ، التسارعُ اللحظيُّ المصطلحاتُ السرعةُ اللحظيةُ   

. مثِّلُ الشكلُ المجاورُ سرعةَ سيّارةٍ في 30 ثانيةً مسألةُ اليومِ يُ   
هلْ يُمكِنُ إيجادُ تسارعِ السيّارةِ عندِ النقاطِ A, B, C؟  •
عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ موجبًا؟ •
عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ سالبًا؟ •
ا؟ • عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ صفرً

20

10

10 20 30
x

C

B

A

y

0

(s) ُالزمن

(m
/s

عةُ (
ل�

ا

، فهلْ يُمكِنُ  ا كيفيةَ حسابِ ميلِ المستقيمِ تُ سابقً تعلَّمْ
ا؟  إيجادُ ميلِ منحنى ليسَ مستقيمً

إنَّ ميــلَ المنحنى عنــدَ نقطةٍ واقعةٍ عليْهِ يســاوي ميلَ 
؛ لذا، فإنَّ ميــلَ المنحنى  المماسِّ عنــدَ تلكَ النقطــةِ
يختلفُ مــنْ نقطةٍ إلى أُخــر￯ عليْهِ كما في النشــاطِ 

. ا قبلَ الدرسِ المذكورِ آنفً
دُ ميلَ المماسِّ باستعمالِ  ، ثمَّ أَجِ ا عندَ تلكَ النقطةِ لإيجادِ ميلِ منحنى عندَ نقطةٍ ما، أرسمُ مماسًّ
. : (x2, y2) , (x1, y1)، وذلكَ بالتعويضِ في صيغةِ ميلِ المستقيمِ إحداثياتِ نقطتيْنِ تقعانِ عليْهِ

x2-x1 ≠ 0 :  = m، حيثُ
y2-y1

x2-x1

 = k
h

y

x0

A

h

k

f

(x2, y2)

(x1, y1)

رُ أُفكِّ

لمــاذا يكــونُ ميــلُ 
المســتقيمِ ثابتًا عندَ أيِّ 

؟  نقطةٍ عليْهِ

ــا  ăفــي الشــكلِ المجــاورِ مماس ôالمســتقيم ôم�»ــل ôي
.A(1, 1) ِالنق\ــة óعنــد y = x2 ëِتــراRلمنحنــى الا

.A ِالنق\ة óعند ëِتراRمنحنى الا óميل ôجِدóأ

مثال 1

1

1

-1
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2
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-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

A

الدرس

1
نتاĤات الدرس   

يجد ميل ممــاس مرســومًا عند نقطة علــى منحنى • 
الاقتران.

ــا، ويقدر ميله عند نقطــة على منحنى •  يرســم مماسًّ
الاقتران.

يكتب معادلة المماس.• 
يقدر السرعة اللحظية عند نقطة على منحنى المسافة- • 

الزمن.

التعلم القبلي: 

تعرف القاطع، والمماس، ونقطة التماس.• 
إيجاد ميل مستقيم.• 
كتابة معادلة الخط المستقيم.• 
ومنحنــى •  الزمــن،   - المســافة  منحنــى  تفســير 

السرعة - الزمن.

التهيئة1

ــد للموضوع بســؤال الطلبة عن تعريــف القاطع •  مهِّ
والمماس ونقطة التماس، ثم اطلب إليهم رســم أمثلة 
توضيحية لــكلٍّ منها على اللوح. اســألهم أيضًا عن 
قانون ميل المستقيم الذي درسوه سابقا، ثم اكتبه على 

اللوح.
اكتب على اللوح المثالين الآتيين، ثم اطلب إلى الطلبة • 

إيجاد الميل بين النقطتين في كلٍّ منهما:
a) A(6, 2), B(8, 10)

b) C(5, 4), D(9, -10)

اطرح على الطلبة السؤال الآتي:• 
«  ،a لماذا ظهرت إشــارة الميل موجبة فــي الفرع 

وسالبة في الفرع b؟ 
اطلب إلى الطلبة إيجاد معادلة المســتقيم في المثال • 

السابق.
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الاستكشاف2

ه الطلبة الى قراءة المسألة في بند )مسألة اليوم(، ثم اسألهم:•  وجِّ
ماذا يسمى هذا المنحنى؟  منحنى السرعة - الزمن. »
ما التسارع؟  التغير في السرعة. »
هل يمكن حساب التسارع المتوسط بين نقطتين على المنحنى؟ نعم. »
كيف يمكن حساب ذلك؟  بقسمة فرق السرعة على فرق الزمن بين النقطتين. »
هل يختلف التسارع من نقطة إلى أخرى على هذا المنحنى؟ نعم. »
استمع لإجابات الطلبة من دون تقديم تغذية راجعة لهم، ثم اسألهم:• 
من يؤيد الإجابة؟ »
من لديه إجابة أُخرى؟  »
اذكرها. »

وذلــك لتعزيز مهارات التواصل واحترام الرأي والــرأي الاخر لديهم. بعد ذلك وضح لهم أنهم 
ســيتعرفون في هذا الدرس ما يمكنهم من الإجابة عن هذه المســألة ومسائل مشابهة، ثم اكتب 

العنوان على اللوح.
تعزيز اللغة ودعمها

ع الطلبة  ر المصطلحات الرياضية المســتخدمة في الــدرس باللغتين العربية والإنجليزية، وشــجِّ كرِّ
على اســتعمالها، مثل: الميل )Slope(، والمماس )Tangent(، والســرعة )velocity(، والتسارع 

.)acceleration(

التدريس3

اشــرح على اللوح كيفية إيجاد الميل لمماس مرسوم عند نقطة على منحنى الاقتران، مستعيناً بالتمثيل 
البياني الوارد في كتاب الطالب بداية الدرس.

مثال 1

دًا عليه المماس بصورة دقيقة.•  ارسم التمثيل البياني الوارد في هذا المثال على اللوح، مُحدِّ
أخبر الطلبة أنه يمكن إيجاد ميل المماس بتطبيق قانون ميل المســتقيم لأي نقطتين واقعتين على • 

المماس.
أَعِدْ حســاب ميل المماس، ولكن باستعمال نقطتين أخريين لإثبات أن قيمة الميل لا تتغيَّر بغض • 

دتين على المماس. النظر عن النقطتين المُحدَّ
اسأل الطلبة عن سبب ظهور إشارة الميل موجبة، وأرشدهم إلى أن الزاوية التي يصنعها المماس • 

مع المحور x الموجب حادة.

  أخطاء مفاهيمية: 

في أثناء شــرح المثال الأول، قد لا يُميِّز الطلبة من ذوي المستوى دون المتوسط بين الزاوية • 
ح لهم مفهوم كلٍّ منهما. الحادة والزاوية المنفرجة؛ لذا وضِّ

!

ملاحظات المعلم

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

المفاهيم العابرة:  

ز وعي الطلبة بالقضايا الإنسانية )تقدير العلم  عزَّ
والعلماء( عــن طريق حوار تديره مــع الطلبة، 
وتخبرهم فيه أنهم يدرسون الآن فرعًا من فروع 
الرياضيات يســمى التفاضل، وأن هذا الفرع قد 
ر في القرن الســابع عشــر الميلدي على يد  طُوِّ
نيوتن في إنجلترا، ثم ليبينز في ألمانيا؛ للمساعدة 
على وصف حركة الكواكب للأغراض الفلكية.

ــه الطلبة إلــى البحث في مصــادر المعرفة   وجِّ
المناسبة عن ثلثة علماء مشهورين بإسهاماتهم 
فــي علم التفاضــل، ثم كتابة مقــال من صفحة 

واحدة عنهم؟
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الوحدةُ 6

إرشادٌ

ربَّعاتِ  أستعملُ شبكةَ المُ
لتمثيلِ المنحنياتِ بيانيًّا 

 . بدقةٍ

: : B(0, -1) وَ C(2, 3)، ثمَّ أحسبُ الميلَ دُ نقطتيْنِ على المماسِّ منَ الرسمِ أُحدِّ
 = mصيغةُ الميلِ

y2-y1

x2-x1

 =بالتعويضِ
3-(-1)

2-0
2 =بالتبسيطِ

، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ A هوَ 2 إذنْ
أتحقق من فهمي 

ا لمنحنى  ăفي الشــكلِ المجاورِ مماس ôالمستقيم ôم�»ل ôي
.A(1, 1) ِالنق\ة óعند y = x3 ëِتراRالا

.A ِالنق\ة óعند ëِتراRمنحنى الا óميل ôجِدóأ

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3
4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

A

ــمُ  هُ يُرسَ ها، فإنَّ ا عندَ النقطةِ التي يــرادُ إيجادُ ميلِ المنحنى عندَ إذا لــمْ يكنِ المماسُّ مرســومً
ا، فإنَّ ميلَ المماسِّ المرسومِ قدْ يختلفُ  باستعمالِ المسطرةِ. وبما أنَّ الرسمَ اليدويَّ ليسَ دقيقً

قليلاً عنِ القيمةِ الدقيقةِ لميلِ المنحنى، عندئذٍ يكونُ الناتجُ قيمةً تقريبيةً لميلِ المنحنى.

ا يأتي: öمم òكل» نق\ة óعند y = x3 - 3x2 + 3 ëِتراRمنحنى الا óميل ôر أRôد»
.A(3, 3) ô1 النق\ة

ــا للمنحنى عنــدَ النقطةِ  ال�\وةô 1:  أرســمُ مماسًّ
A(3, 3) باستعمالِ المسطرةِ. 

ـنِ علــى الممــاسِّ دُ نقطتيْـ ال�\وةô 2:  أُحــدِّ
. دُ الميلَ A(3, 3), C(2, -5)، ثمَّ أَجِ

 = m صيغةُ الميلِ
y2-y1

x2-x1

3-5- = بالتعويضِ
2 - 3

8 = بالتبسيطِ

، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ A هوَ 8 تقريبًا. إذنْ

مثال 2

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3
4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

A

مُ أتعلَّ

يكونُ ميلُ المنحنى عندَ 
نقطــةٍ عليْــهِ موجبًا إذا 
صنعَ ممــاسُّ المنحنى 
عندَ تلكَ النقطــةِ زاويةً 
 x حــادةً مــعَ محــورِ 

. الموجبِ

انظر الهامش

إجابة أتحقق من فهمي1: 
m = 3

ه الطلبة إلى استعمال الورق البياني لرسم التمثيل البياني للقتران.•  وجِّ
أخبر الطلبة أنه يمكن استعمال برمجية جيوجبرا في المثال الثاني لعمل • 

تمثيل بياني ومماس دقيق. 

إرشادات للمعلم

تنبيه:  في أثناء شرح المثال الأول، لا تقبل من 

الطلبة إجابات تقريبية للميل؛ لأن المماس مرســوم 
بصورة دقيقة.

!

مثال إضافي

ا لمنحنى •  يُمثِّل المستقيم في الشــكل المجاور مماسًّ
الاقتــران y = 3x2 عنــد النقطــة A(1, 3) ، جد ميل 

. A منحنى الاقتران عند النقطة

1

-1
-2
-3
-4
-5

0-1 1 2 3 4 5 6-2-3-4-5

2
3
4
5
6
7
8

y

x

A

ميل منحنى الاقتران عند النقطة A هو: 6

 التقويم التكويني:

ــه الطلبة إلى حــل التدريب في بنــد )أتحقق من •  وجِّ
ا، أو ضمن مجموعات(.  فهمي( بعد كل مثال )فرديًّ

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

اختر بعض الإجابات التي تحوي أخطاء مفاهيمية، ثم • 
ناقِشها على اللوح، ولا تذكر اسم الطالب الذي أخطأ 

في الإجابة؛ تجنبًا لإحراجه.

مثال 2

ارســم على اللوح التمثيل البياني للقتران، وارســم • 
. A(3, 3) ا تقريبيًّا عند النقطة مماسًّ

د أي نقطتين على المماس، ثم جد الميل.•  حدَّ
أخبر الطلبة أن المماس غير مرســوم بدقة؛ ما يعني أن • 

قيمة الميل غير دقيقة. تنبيه:   رُسِــم المماس بصورة تقريبية فــي المثال الثاني؛ لذا اقبل من 

الطلبة الإجابات التقريبية للميل.
!
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مُ أتعلَّ

يكــونُ ميــلُ المنحنى 
عندَ نقطةٍ عليْهِ سالبًا إذا 
صنعَ ممــاسُّ المنحنى 
عندَ تلكَ النقطــةِ زاويةً 
 x منفرجــةً معَ محــورِ 

. الموجبِ

رموزٌ رياضيةٌ

زُ إلى التغيُّرِ في قيمةِ  رمَ يُ
 ∆x ِبالرمز x

رُ أُفكِّ

متى يكونُ ميلُ المنحنى 
ا؟ صفرً

رُ أتذكَّ

معادلةُ الممــاسِّ المارِّ 
: بالنقطةِ (a, b) هيَ

y - b = m(x-a)

.B(1, 1) ô2 النق\ة

دُ نقطتيْنِ عليْهِ  ا للمنحنى عندَ النقطةِ B، ثمَّ أُحدِّ أرسمُ مماسًّ
: دُ الميلَ B(1, 1), E(0, 3.8)، ثمَّ أَجِ

 = m صيغةُ الميلِ
y2-y1

x2-x1

 = بالتعويضِ
1-3.8
1-0

2.8- =بالتبسيطِ

، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ B هوَ 2.8-  إذنْ

 B(1, 1) ِالمماس» المار» بالنق\ة óلةØمعا ô3 أكتب

y - b = m(x-a) معادلةُ المماسِّ

m = -1 َو B(1, 1) ِبتعويضِ النقطة y - 1 = -2.8(x-1)
y = 3.8 - 2.8xبالتبسيطِ

أتحقق من فهمي 

م�¬لِ بيانيăا في الشكلِ المجاورِ  ôالم ëِتراRمنحنى الا óميل ôر أRôد»
.A(-4, 0), B(0,-2) :ِالنق\تي÷ن óمن Ąكل óعند

1

1
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-2
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-4
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3
4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
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-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

، وأنَّهُ لا  ا عندَ الحركةِ بسرعةٍ ثابتةٍ ا أنَّ منحنى المســافةِ - الزمنِ يكونُ مســتقيمً فْتُ ســابقً تعرَّ
 v ِا كيفيةَ حسابِ السرعةِ المتوسطة فْتُ أيضً تغيِّرةٍ. تعرَّ ا عندَ الحركةِ بســرعةٍ مُ يكونُ مســتقيمً
 :∆t ِعلى التغيُّرِ في الزمن ∆d ِوذلكَ بقسمةِ التغيُّرِ في المسافة ، كٍ في فترةٍ زمنيةٍ تحرِّ لجسمٍ مُ

vavg = v = 
∆d
∆t

 ، بالنظــرِ إلى منحنى المســافةِ - الزمنِ المجاورِ
يتبيَّنُ أنَّ الســرعةَ المتوسطةَ للســيّارةِ منَ الثانيةِ 
الثالثةِ إلى الثانيةِ الخامســةِ تســاوي ميلَ القاطعِ 

الذي يمرُّ بالنقطتيْنِ A وَ Bعلى المنحنى.
3.0 5.0

∆t

∆d

B

A

t(s) ُالزمن

d(m)
ميلُ القاطعِ �

ال�عةَ اCتوسطةَ

اCسافةُ

انظر الهامش

مثال 2

في الفرع الثاني من المثال الثاني، اسأل الطلبة:• 
ما سبب ظهور إشارة الميل سالبة؟ »
اســتمع لإجابات الطلبة، ثم ناقِشــهم فيهــا، مُبيِّناً أن • 

ن زاوية منفرجة مع المحور x الموجب. المماس كوَّ
أخبر الطلبة أنه يمكن اســتعمال قيمــة الميل للنقطة • 

B(1, 1) وأي نقطة واقعة على المماس لكتابة معادلة 

المماس. 
ر الطلبة أن الصيغة العامة لمعادلة الخط المســتقيم •  ذكِّ

 b الميــل، و a حيــث تُمثِّــل ، y = ax + b :هــي
المقطع y للخط المستقيم.

قيمة الميــل في الفرع الأول من المثال الثاني هي 9، 
وقيمــة الميل في الفرع الثاني هــي 3-، ولكن اقبل 

إجابات الطلبة القريبة  من ذلك.

إرشادات للمعلم

ح للطلبة أن الميل لا يكون معرفًا  تنبيــه:   وضِّ

إذا كان الممــاس موازيًا لمحور الصادات؛ لأن فرق 
الصــادات بين أي نقطتيــن واقعتين علــى المماس 

يساوي صفرًا.

!

مثال إضافي 

ر ميــل منحنى الاقتــران y = x3-4x عند كلٍّ من •  قدِّ
A(2, 0), B(0, 0) :النقطتين

1

-1
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-3
-4
-5

0-1 1 2 3 4 5 6-2-3-4-5
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4
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y

xAB

h g

الميل عند A هو 8 )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.
الميل عند B هو 4- )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.

إجابة أتحقق من فهمي2: 
الميل عند النقطة A(-4, 0) هو 4.5 )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.

الميل عند النقطة B(0, -2) هو 1.5- )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.

أخطــاء مفاهيمية:   في المثــال الثاني، قد يعتقد الطلبة 

من ذوي المســتوى دون المتوســط أن الميل هو الفرق بين قيمتي 
نها المستقيم  y؛ لذا أرشــدهم إلى أن الميل هو ظل الزاوية التي يُكوِّ

مع محور x الموجب، وأنّه يساوي الفرق بين قيمتي y مقسومًا على 
. x الفرق بين قيمتي

!
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الوحدةُ 6

، مثلِ تحديدِ سرعةِ سيّارةٍ  مُ معلوماتٍ كافيةً في كثيرٍ منَ المواقفِ لكنَّ الســرعةَ المتوســطةَ لا تُقدِّ
ها بتقليصِ  مُ عندئذٍ السرعةô اللحظيةô (velocity) التي يُمكِنُ إيجادُ ؛ فتَلزَ ها أمامَ الرادارِ لحظةَ مرورِ
، فيصبحُ القاطعُ  ) كما في الأشكالِ التاليةِ الفترةِ الزمنيةِ للسرعةِ المتوسطةِ حتى تصبحَ نقطةً (لحظةً

ا لهُ عندَ نقطةٍ واحدةٍ. الذي يمرُّ بنقطتيْنِ على المنحنى مماسًّ

الشكلُ )1). الشكلُ )2). الشكلُ )3).
20 4

A
B m = 2

6

2

4

8

10

(1, 1)

20 4

A
B

m = 2.2

6

2

4

8

(1, 1)

(1.2, 1.44)

10

20 4

A

B

m = 3

6

2

4

8

(1, 1)

(2, 4)

10

، فإنَّ السرعةَ اللحظيةَ عندَ لحظةٍ ما  بما أنَّ ميلَ المماسِّ يساوي ميلَ المنحنى عندَ نقطةِ التماسِّ
. - الزمنِ عندَ تلكَ اللحظةِ تساوي ميلَ منحنى المسافةِ

فائدةٌ

ى المعادلةُ  تُسمّ
d(t) = 4.9t2 قانونَ 

غاليليو نسبةً إلى 
ها غاليليو غاليلي  فِ كتشِ مُ

(1642 -1564م). 
وهيَ تصفُ المسافةَ 

ها جسمٌ في  التي يقطعُ
أثناءِ سقوطِهِ بصورةٍ 

ةٍ منْ وضعِ السكونِ  رَّ حُ
. نحوَ سطحِ الأرضِ

م�»ـلô الاRتـراd(t) = 4.9t2 ôë الع°Rـةó بيـنó المسـافةِ المق\وعةِ d بالمتـرِ وال{مـنِ t بال�انيةِ  ôي
ا من÷ و�ِ� السـكوëِ. أóجِدô سـرعةó الكرةِ  ăر ôا ح ðIسـقو ôتسـق� òمنحنـى المسـافةِ- ال{منِ( لكرة(

بعـدó 3 <واòë من÷ سـقوIهِا. 

ضُ t = 3 بالاقترانِ لتحديدِ المســافةِ  ال�\وةô 1:  أُعوِّ
، فتنتــجُ النقطةُ  المقطوعــةِ بعدَ 3 ثــوانٍ

. A(3, 44.1) التي تُمثِّلُ نقطةَ التماسِّ

 d(t) = 4.9t2 ِ2:  أُمثِّــلُ منحنــى الاقتــران ôال�\وة
بيانيًّا، ثــمَّ أرســمُ المماسَّ عنــدَ النقطةِ 

.A(3, 44.1)

مثال 3

20 4 6

A

60

20

40

80

100

مثال 3

ح للطلبة الفرق بين منحنى المسافة- الزمن الذي •  وضِّ
يســتعمل لحساب السرعة المتوســطة )ميل القاطع( 
والســرعة اللحظيــة )الميــل عند نقطــة واقعة على 
الذي يستعمل  الزمن  الســرعة-  المنحنى(، ومنحنى 
لحساب التسارع المتوســط )ميل القاطع( والتسارع 

اللحظي )الميل عند نقطة واقعة على المنحنى(.
استعمل التمثيلت البيانية الواردة في الصفحة 61 من • 

كتــاب الطالب لتوضيح كيفية تقليــص الفترة الزمنية 
للوصول إلى نقطة تكون عندها السرعة لحظية.

مثِّل بيانيًّــا الاقتران المعطى في المثال 3، ثم ارســم • 
حًا  ــا تقريبيًّا عنــد النقطــة A(3, 44.1) ، مُوضِّ مماسًّ
للطلبة أن السرعة اللحظية عند نقطة هي ميل المماس 

لمنحنى المسافة- الزمن عند تلك النقطة.
أخبر الطلبة أنه ليس سهلً رسم المماس في المثال 3 • 
أَثرِْ فضــول الطلبة للبحث عــن طريقة أخرى لإيجاد • 

الميل على نحوٍ أسهل وأدق.

تنبيــه:   الفت انتبــاه الطلبة إلــى أن منحنى 

المسافة - الزمن الوارد في المثال الثالث قد درسوه 
في الفيزياء.

!

مثال إضافي 

يُمثِّل الاقتران d(t) = 2t2 -1 المســافة التي يقطعها • 
جسم ما، حيث d المسافة المقطوعة بالمتر، و t الزمن 

ر السرعة اللحظية بعد ثانيتين. بالثانية. قدِّ
ــة  ــن الإجاب ــة م ــات القريب ــة الإجاب ــن الطلب ــل م  اقب

8 m/s الصحيحــة 

أخطاء مفاهيمية: 

قد يخلط الطلبة ذو المســتوى دون المتوســط بين السرعة المتوسطة 
ح لهم الفرق بينهما. والسرعة اللحظية؛ لذا وضِّ

!
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أتحقق من فهمي 

 ºِبالمتر ôالمق\وعة ôالمسافة d ôqحي ºها جسمٌ ماôالتي يق\ع óالمسافة d(t) = t2 + t ôëتراRالا ôم�»ل ôي
. ð11 <انية óو º òë5 <وا óبعد óاللحظية óالسرعة ôر وt ó ال{منô بال�انيةِ. أRôد»

أتدرب وأحل المسائل

ا لمنحنى مثِّلُ المستقيمُ في الشكلِ المجاورِ مماسًّ  1  يُ

.P(2.5, 1) ِاقترانٍ عندَ النقطة
.P ِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطة أَجِ  

انِ لمنحنى اقترانٍ عندَ النقطتيْنِ مَ مماسّ سِ ، رُ  2 في الشكلِ المجاورِ

.B(3, 2) َو A(-1, 1.5)  
.B َو A ْدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ كلٍّ من أَجِ  

0

y

x

P

3

2

1

1 2 3 4

0

y

x

–1-2 1

B
A

2 3 4

3

2

1

–1

رُ أُفكِّ

إنَّ حسابَ السرعةِ 
اللحظيةِ برسمِ المماسِّ 

وتحديدِ نقطتيْنِ عليْهِ 
، فهلْ توجدُ  أمرٌ صعبٌ

طريقةٌ أسهلُ وأدقُّ 
؟  لحسابِ الميلِ

ما لحســابِ  B(2, 16)، ثمَّ أســتعملُهُ دُ نقطتيْنِ على المماسِّ A(3, 44.1) وَ ال�\وةô 3:  أُحدِّ
. الميلِ

 = m صيغةُ الميلِ
y2-y1

x2-x1

 = بالتعويضِ
44.1-16

3-2

28.1 =بالتبسيطِ

، فإنَّ ســرعةَ الكرةِ  ، ميلُ منحنــى الاقترانِ عندَ النقطةِ A(3, 44.1) هوَ 28.1 تقريبًا. ومنْهُ إذنْ
 28.1 m/s َاللحظيةِ بعدَ 3 ثوانٍ هي

انظر الهامش

m = 
2
3

1
2

الميل عند A هو: 
الميل عند B هو: 2-

التدريب4

ه الطلبة إلى قراءة الأســئلة في بند )أتدرب وأحل •  وجِّ
المسائل(، ثم اطلب إليهم حلها.

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

إذا واجــه بعض الطلبــة صعوبة في حل أي مســألة، • 
ن من حل المسألة، واطلب إليه كتابة  فاختر طالبًا تمكَّ

حله على اللوح.

   الواجب المنزلي: 

اطلب إلى الطلبة أن يحلوا في البيت جميع المســائل • 
الــواردة في الصفحة الخامســة عشــرة مــن كتاب 
دًا لهم المســائل التــي يمكنهم حلها  التمارين، مُحدِّ
م من أمثلة الدرس  في نهاية كل حصة بحســب ما يُقدَّ

وأفكاره.
يمكن أيضًا إضافة المسائل التي لم يحلها الطلبة داخل • 

غرفة الصف إلى الواجب البيتي.
في اليوم التالي، اطَّلِع على حلول الطلبة، وناقِشهم في • 

أي صعوبات واجهوها في أثناء الحل.

إجابة أتحقق من فهمي3: 
السرعة بعد 5 ثوانٍ هي m/s 11 )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.

السرعة بعد 11 ثانية هي m/s 23 )اقبل من الطلبة الإجابات القريبة من ذلك(.
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الوحدةُ 6

بيَّنِ جانبًا رُ ميلَ منحنى الاقترانِ المُ   3  أُقدِّ
عندَ النقطةِ (150 ,2)، والنقطةِ (60 ,4.5).

أستعملô جدوóé القيمِ اùتي ل³جابةِ عن اúسþلةِ (7 -4):

43210x

63.521.52f(x)

0 ≤ x ≤ 4 ِبيانيًّا في الفترة f(x) ِ4 أُمثِّلُ منحنى الاقتران 

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (3.5 ,3).  5 أرسمُ مماسًّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (3.5 ,3).  6 أُقدِّ

ا؟ ها صفرً  7 ما إحداثياتُ النقطةِ التي يكونُ ميلُ المنحنى عندَ

:(8-10) óلحل» المسائل ô� ôم¬ أستعمل> º óتيùا  f(x) = 0.1x3 ëِتراRيمِ الاR óéجدو ôyأنس
32.521.510.50x

0.80.10.010.1x3

0 ≤ x ≤ 3 ِفي الفترة f(x)=0.1x3 ِ8 أرسمُ منحنى الاقتران 

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (0.8 ,2).  9 أرسمُ مماسًّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (0.8 ,2).  10 أُقدِّ

ا يأتي:  öمم òëتراRمنحنى كل» ا óميل ôر أRôد»
 y = 4x2 + 1 11 عندَ النقطةِ y = 3 + 2x2 12     .(1, 5) عندَ النقطةِ (5 ,1-).

 y = 1 - x2 13 عندَ النقطةِ y = 5x4 + 1 14     .(-1, 0) عندَ النقطةِ (1 ,0).

 y = 9 - x2 15 عندَ النقطةِ y = 8 - 2x 16     .(2, 5) عندَ النقطةِ (6 ,1).

y

x
543210

-60

180

150

120

30

60

90

-30
-1-2-3-4

الميل عند (150 ,2) هو: 15
الميل عند (60 ,4.5) هو: 75-

انظر ملحق الإجابات
انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات
1.2 تقريبًا

أي إجابة قريبة من 8

أي إجابة قريبة من 2
أي إجابة قريبة من 4-

أي إجابة قريبة من 4-

0

-2

1.9 تقريبًا

 (1, 1.5)

0 0.3375 1.5625 2.7

مهارات التفكير العليا

أشرِك الطلبة كافةً في حل هذه المسائل؛ لتنمية مهارات • 
التفكير العليا لديهم.

ن الطلبــة كافةً من حل •  ــر أنه ليس شــرطًا أن يتمكَّ تذكَّ
المسائل جميعها، ولكن يجب عليهم أن يحاولوا حلها.

اطلب إلى الطلبة - ضمن مجموعات- حل المســائل • 
في بند )مهــارات التفكر العليا(، ثــم اطلب إلى أفراد 
لهم إلى الحل في كل مســألة،  بعضهــا بيان كيفية توصُّ
وامنح الآخرين فرصة نقد إجابات زملئهم وتقويمها.

ع الطلبة على تبرير إجاباتهم. •  شجِّ
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الإثراء5

ه الطلبة إلى البحث في شــبكة الإنترنت أو مكتبة •  وجِّ
المدرســة عن تطبيقات حياتية للميل عند نقطة على 
المنحنــى، مثل الرادار الذي يرصد ســرعة الســيارة 

لحظة مرورها أمامه.
د للطلبة وجوب توثيق المعلومة دائمًا.•  أكِّ

تعليمات المشروع:

اطلب إلى الطلبة البدء بتنفيــذ الخطوات )4-1( من • 
المشروع.

ه الطلبة إلى تنظيم إجراءاتهم وتوثيقها بنسخ صورة •  وجِّ
(print screen) للشاشة في كل خطوة.

الختام6

اطرح على الطلبة الأسئلة الآتية:• 
ما الفرق بين القاطع والمماس؟ »
ما تعريف نقطة التماس؟ »
هل يمكن رسم المماس بدقة؟ »
متى تكون قيمة الميل موجبةً أو سالبةً أو صفرًا؟ »

64

òفي مسار ëِمن÷ و�ِ� السكو óاجةٌ ناريةٌ الحركة öرØ ÷تóاجاتٌ ناريةٌ: بدأ öرØ
: òëفي 5 <وا ôاجة öت÷ها الدر óع\R التي óالمسافة ôالمنحنى المجاور ôبي»ن ôوي . òمستقيم

 17 أرسمُ نسخةً منَ المنحنى، مستعينًا بالجدولِ الآتي:

543210x

503218820f(x)

.x=2 ا للمنحنى عندما  18 أرسمُ مماسًّ

. اجةِ بعدَ ثانيتيْنِ رُ سرعةَ الدرّ  19 أُقدِّ

. اجةِ بعدَ 4 ثوانٍ رُ سرعةَ الدرّ  20 أُقدِّ

 óم¬ استعمل> ºتيùا éِكما في الجدو òëكل¬ 3 <وا óالمق\وعة óالمسافة óل ســيöاراتٌ: أراóØ مهندسٌ أë÷ يدرسó تسارعó سيöارةºò فسج¬
:ëِابتا> ëِاØعد b óو a ôqحي ºِيمِ المسافةِ وال{منR óةِ بينR°لتم�يلِ الع x = at2 + bt4 óلةØالمعا

129630 ( الزمنُ t (ثانيةٌ
224.64177.3995.0426.190 ( المسافةُ x (مترٌ

. - الزمنِ  21 أرسمُ منحنى المسافةِ

.t = 9 رُ السرعةَ عندما  22 أُقدِّ

.b : a وَ دُ قيمةَ كلٍّ منْ  23 أَجِ

. ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ ها جسمٌ بالمترِ : تُمثِّلُ المعادلةُ s(t) = 3t - t2 المسافةَ التي يقطعُ ôÊ24  في{يا 

.t = 2 رُ سرعةَ الجسمِ عندما أُقدِّ

مهارات التفكير العليا

ا إجابتي: رً برِّ ، مُ رُ ميلَ منحنى الاقترانِ f(x) = x2 - 6x - 16 عندَ كلٍّ منَ النقاطِ الآتيةِ  25 تبريرٌ: أُقدِّ

• .x ِنقطتا تقاطعِ المنحنى معَ محور
• .y ِنقطةُ تقاطعِ المنحنى معَ محور

 : تعاكِســتيْنِ عليْهِ ا ميلَهُ عندَ نقطتيْنِ مُ رً قدِّ هُ بيانيًّــا، مُ ، ثمَّ أُمثِّلُ  26  مســألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ قاعدةَ اقترانٍ منَ الدرجــةِ الثانيةِ

.(a,b), (-a, b)

0
x

1 2 3 4 5

50

40

30

20

10

0

y

(s) ُالزمن

(m
فةُ (

Cسا
ا

8 m/s أي إجابة قريبة من

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

24-21) انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

إرشاد:   في السؤال 26:

أخبر الطلبة أن المقصود بالنقطتين المتعاكستين اللتين ورد ذكرهما • 
في السؤال هو النقطتان المتقابلتان على جانبي محور التماثل.

اكتب على اللوح بعــض الأمثلة على ذلك، مثل: (2 ,1-), (2 ,1)  • 
 y = x2 على منحنى
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الدرسُ

2
الاشتقاقُ

Differentiation

فكرةُ الدرسِ إيجادُ مشتقةِ كثيراتِ الحدودِ.   
. المصطلحاتُ المشتقةُ   

مثِّلُ الاقترانُ f(t) = 80t – 5t2 ارتفاعَ منطادٍ بالمترِ عنْ ســطحِ الأرضِ  مسألةُ اليومِ  يُ   
؟ . ما سرعةُ المنطادِ بعدَ 10 ثوانٍ منْ إطلاقِهِ بعدَ t ثانيةً منْ إطلاقِهِ

، وتحتاجُ  ــتْ سهلةً هِ، وهيَ طريقةٌ ليسَ فْتُ في الدرسِ الســابقِ كيفيةَ إيجادِ الميلِ أوْ تقديرِ تعرَّ
فُ في هذا الدرسِ طريقةً جبريةً أسهلَ لإيجادِ ميلِ منحنى  . ســأتعرَّ إلى دقةٍ عندَ رسمِ المماسِّ

. الاقترانِ عندَ نقطةٍ عليهِ منْ دونِ حاجةٍ إلى رسمِ المماسِّ
عندَ إيجادِ ميلِ منحنى الاقترانِ y = x2 عندَ نقاطٍ مختلفةٍ عليْهِ باســتعمالِ طريقةِ ميلِ المماسِّ 
ظُ أنَّ ميلَ المنحنى عندَ أيِّ نقطةٍ  ا، وتنظيمِ القيمِ في الجدولِ الآتي، سأُلاحِ تُها ســابقً فْ التي تعرَّ

 2x يساوي m َمضروبةً في العددِ 2؛ أيْ إنَّ الميل x َيساوي قيمة (x, y)

(5, 25)(4, 16)(3, 9) (1, 1)(0,0)(-1,1)(-2, 4)(x , y)
10=5×28=4×26=3×22=1×20=0×2-2=-1×2-4=-2×2m

 .m = 3x2 َعلى منحناهُ هو (x, y) ٍعندَ أيِّ نقطة f(x) = x3 ِسأجدُ أنَّ ميلَ منحنى الاقتران ، وبالمثلِ
.m = nxn-1 َعليْهِ هو (x, y) ٍعندَ أيِّ نقطة f(x) = xn ِفإنَّ ميلَ منحنى الاقتران ، بوجهٍ عامٍّ

مشــتقةô (derivative) الاقترانِ  f(x) عندَ نقطةٍ واقعةٍ على منحناهُ هيَ ميلُ المنحنى عندَ تلكَ 
.f ' (x) ِزُ إليْها بالرمز رمَ ، ويُ النقطةِ

مشتقةô اRتراëِ القوةِ
بالكلماتِ:  عندَ اشتقاقِ الاقترانِ f(x)=xn، فإنَّ قوةَ x في المشتقةِ تكونُ أقلَّ بواحدٍ  •

 x َفي المشــتقةِ يساوي قوة x َوإنَّ معامل ، منْ قوةِ x في الاقترانِ الأصليِّ
. في الاقترانِ الأصليِّ

• .f '(x) = nxn-1 َّفإن ، بالرموÛِ: إذا كانَ f(x) = xn، حيثُ n عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ

مفهومٌ أساسيٌّ

رموزٌ رياضيةٌ

لُ الرموزُ تُستعمَ
  dy

dx
 , f '(x), y '

. للتعبيرِ عنِ المشتقةِ

نتاĤات الدرس   
يتعرف مفهوم مشتقة كثير الحدود. • 
يجد مشتقة كثيرات الحدود باستعمال القوانين.• 
يجد الميل باستعمال المشتقة.• 
يجد الســرعة اللحظية والتســارع اللحظي باستعمال • 

المشتقة.

التعلم القبلي: 

تقدير ميل المنحنى على نقطة واقعة عليه.• 
تقدير السرعة اللحظية والتسارع اللحظي.• 

التهيئة1

ر الطلبة بما تعلموه في الدرس الســابق، ثم اكتب •  ذكِّ
على اللوح السؤال الآتي:

«  ،d = 16t - 2t 2 :يتحرك جســم وفق المعادلــة 
حيث d المســافة بالأمتار، وt الزمن بالثواني. ما 

سرعة هذا الجسم بعد ثانيتين من بدء حركته؟
أَدِرْ حــوارًا بين الطلبة عن طريقة إيجاد هذه الســرعة • 

وفق الطريقة المتبعة في الدرس السابق.
دع الطلبة يحلوا الســؤال ضمن مجموعات، وتابعِهم • 

في أثناء ذلك. 

الدرس

2
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الاستكشاف2

ه الطلبة إلى قراءة المسألة في بند )مسألة اليوم(، ثم اسألهم:•  وجِّ
«  300 m ما ارتفاع المنطاد بعد مرور 10 ثوانٍ على إطلقه؟
كيف يمكن إيجاد ســرعة المنطاد بعد مرور 10 ثوانٍ على إطلقه؟ رســم منحنى المســافة-  »

الزمن، ورسم مماس عندما t = 10، وحساب ميله.
هل توجد طريقة أخرى أسهل وأكثر دقة لإيجاد السرعة؟  نعم. »
استمع لإجابات الطلبة من دون تقديم تغذية راجعة لهم، ثم اسألهم:• 
من يؤيد الإجابة؟ »
من لديه إجابة أُخرى؟  »
اذكرها. »

وذلــك لتعزيز مهارات التواصل واحترام الرأي والــرأي الاخر لديهم. بعد ذلك وضح لهم أنهم 
سيتعرفون في هذا الدرس طريقة سهلة لحساب الميل والسرعة والتسارع، ثم اكتب العنوان على 

اللوح.

تعزيز اللغة ودعمها

ع الطلبة على  ر المصطلحات الرياضية المســتخدمة في الدرس باللغتين العربية والإنجليزية، وشجِّ كرِّ
 .)slope( والميل ،)derivative( والمشتقة ،)polynomial( استعمالها، مثل: كثير الحدود

التدريس3

وظِّف الشــرح الوارد بداية الدرس من كتاب الطالب في إيجاد ميل منحنى الاقتران y = x 2 عند • 
ة نقاط واقعه عليه، واستنتاج قاعدة مشتقة اقتران القوة. عِدَّ

ة رموز للمشــتقة يمكن العثور عليها في الكتــب المرجعية، أو المواقع  أخبر الطلبة بوجود عِدَّ
 

dy
dx

 , 
d

dx
  (f(x)), y ' :الإلكترونية المتخصصة، ومن هذه الرموز

إرشادات للمعلم

تنبيه:  قد لا يُميِّز بعض الطلبة من ذوي المســتوى دون المتوسط اقتران كثير الحدود من 

ح لهم ذلك. غيره؛ لذا وضِّ
!

أخطــاء مفاهيمية:   قد يعتقد بعض الطلبة من ذوي المســتوى دون المتوســط أن 

المماس يُرسَــم للدائرة فقط؛ لذا الفــت انتباههم إلى ذلك بتعريف الممــاس والقاطع ونقطة 
التماس.

!

ملاحظات المعلم

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

..............................................

المفاهيم العابرة:  

د للطلبة أهمية المفاهيم العابرة للمواد حيثما  أكِّ
ورد ذكرها في كتاب الطالب، أو كتاب التمارين 
ز  والأنشــطة العملية. ففي بند )مسألة اليوم(، عزِّ
الوعــي بالقضايا الإنســانية )الهواية( عن طريق 
حوار تديره مع الطلبة عن أهمية الهواية، وتأثيرها 
في الطاقة الإيجابية وزيادة درجة السعادة لديهم، 

ثم اسألهم:
ما هوايتك المفضلة؟ »
بماذا تشعر عند ممارسة هوايتك؟ »
أيكم لديه هوايات أخرى؟  »
اذكرها )إن وُجِدت(. »
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ا يأتي: öمم òëتراRكل» ا óمشتقة ôجِدóأ

1  f(x) = x8

f ' (x) = 8x8-1قانونُ مشتقةِ القوةِ

f ' (x) = 8x7بالتبسيطِ

2  f(x) = x5

f ' (x) = 5x5-1قانونُ مشتقةِ القوةِ

f ' (x) = 5x4بالتبسيطِ

أتحقق من فهمي 

ا يأتي: öمم òëتراRكل» ا óمشتقة ôجِدóأ
a) f(x) = x7    b) f(x) = x11

مثال 1

Rواعدô أôخرى للمشتقةِ:
، فإنَّ  · مشتقةô م]اعفاتِ القوةِ:  إذا كانَ f(x) = axn، حيثُ n عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ

.f '(x) = anxn-1

، فــإنَّ  f '(x) = 0؛ أيْ إنَّ  · مشتقةô ال�ابpِ:  إذا كانَ f(x) = c، حيــثُ c عددٌ حقيقيٌّ
ا. مشتقةَ الاقترانِ الثابتِ تساوي صفرً

مفهومٌ أساسيٌّ 

منَ المعلومِ أنَّ قيمَ y للاقترانِ f(x) = 3x2  تســاوي 3 أمثالِ 
، فإنَّ ميلَ  ها للاقتــرانِ g(x) = x2. وعليْهِ ناظِرُ قيمِ y التــي تُ
منحنــى الاقترانِ f(x) = 3x2  عندَ النقطةِ (12 ,2) يســاوي 

3 أمثالِ ميلِ منحنى الاقترانِ g(x) = x2 عندَ النقطةِ (4 ,2).
وهذا يعني أنَّ مشــتقةَ (3x2) تساوي 3 أمثالِ مشتقةِ (x2)؛ أيْ 

.(3×2x)

، فإنَّ مشــتقةَ الاقتــرانِ f(x)= axn، حيثُ a عددٌ  بوجهٍ عامٍّ
. f '(x)= a × nxn-1  َهي ، 2حقيقيٌّ 4

A

B

2

0

4

6

8

10

12

14

16

(2, 4)

y = 3x2 y = x2

(2, 12)

رُ أُفكِّ

هــلْ يمكــنُ اســتنتاجُ 
قاعدةٍ لمشــتقةِ الاقترانِ 

؟ الخطيِّ

انظر الهامش

مثال 1

اســتعمل هذا المثال لتوضيح قاعدة اشــتقاق اقتران • 
القوة.

اكتب على اللــوح أمثلة أخرى لترســيخ فهم الطلبة • 
للقاعدة.

 التقويم التكويني:

ــه الطلبة إلى حــل التدريب في بنــد )أتحقق من •  وجِّ
ا، أو ضمن مجموعات(.  فهمي( بعد كل مثال )فرديًّ

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

اختر بعض الإجابات التي تحوي أخطاء مفاهيمية، ثم • 
ناقِشها على اللوح، ولا تذكر اسم الطالب الذي أخطأ 

في الإجابة؛ تجنبًا لإحراجه.

مثال إضافي 

جد مشتقة كل اقتران ممّا يأتي:• 
1) f (x) = x 25 f '(x) = 25x 24

2) f (x) = x 77 f '(x) = 77x 76

فــي المثال الأول، قد ينســى الطلبــة من ذوي • 
المستوى دون المتوسط طرح واحد من الأس؛ 

رهم دائمًا بذلك. لذا ذكِّ
قــد يخلــط الطلبة مــن ذوي المســتوى دون • 

المتوســط عند شرح قاعدة مشــتقة مضاعفات 
لقوة بين المنحنين؛ لأنهما رُسِما معًا؛ لذا ارسم 
كلًّ منهما وحده، ثم ادمجهما على المســتوى 

الإحداثي نفسه.

إرشادات للمعلم

إجابة أتحقق من فهمي 1: 
a) f '(x) = 7x 6   b) f '(x) = 11x 10

تنبيه: 

لا تطلب إلى الطلبة اشــتقاق اقتران فيه أس ســالب أو أس كســري؛ لأن 
ف اشتقاق كثير الحدود. المطلوب منهم فقط في هذه المرحلة تعرُّ

!
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مثال 2

وظِّف الشرح الوارد في كتاب الطالب، والمقارنة بين • 
ميل منحنى الاقتران g(x) = x2 وميل منحنى الاقتران 
ة نقاط واقعة عليهما لها الإحداثي  f(x) = 3x2  عند عِدَّ

x نفسه؛ في اســتنتاج قاعدة مشتقة مضاعفات القوة، 
مُبيِّنـًـا أن ميل المماس عند A هو 2، وأن ميل المماس 

عند B هو 6
يمكن اســتعمال برمجيــة جيوجبــرا لتوضيح قاعدة • 

مشتقة مضاعفات القوة، وقاعدة مشتقة الثابت.
استعمل هذا المثال لتوضيح قاعدة مشتقة مضاعفات • 

القوة، وقاعدة مشتقة الثابت.

أخطــاء مفاهيمية:   فــي المثال الثاني، 

قد يخطئ الطلبة من ذوي المســتوى دون المتوسط 
في الاشتقاق؛ بنسيان الضرب في المعامل )في حال 

وجود معامل غير 1(؛ لذا الفت انتباههم إلى ذلك.

!

مثال إضافي 

جد مشتقة كل اقتران ممّا يأتي:• 
1   f(x) = -2x 8 f '(x) = -16x 7

2  f(x) = 9x f '(x) = 9

3   f(x) = -1 f '(x) = 0
إجابة أتحقق من فهمي 2: 

a) f '(x) = 60x11  b) f '(x) = -56x7

c) f '(x) = 3x5   d) f '(x) = 0

67

الوحدةُ 6

 
ا يأتي: öمم òëتراRكل» ا óمشتقة ôجِدóأ

1  f(x) = 2x4

f '(x) = 2(4x4-1)قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ
f '(x) = 8x3بالتبسيطِ

2  f(x) = 1
4

 x3

f '(x) = 1قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ
4

 (3x3-1)

f '(x) = 3بالتبسيطِ
4

 x2

3  f(x) = -2x
f '(x) = -2(x1-1)قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ

f '(x) = -2بالتبسيطِ

4  f(x) = 4
f '(x) = 0قانونُ مشتقةِ الثابتِ

أتحقق من فهمي 

أóجِدô مشتقةó كل» اRتراòë في ما يأتي:
a) f(x) = 5x12    b) f(x) = -7x8

c) f(x) = 0.5x6   d) f(x) = -11

مثال 2

مشتقةô المجموعِ ومشتقةô الفرقِ
ما، ومشتقةُ  • يِ الحدودِ تســاوي مجموعَ مشــتقتَيْهِ بالكلماتِ:  مشــتقةُ مجموعِ كثيرَ

ما.  يِ الحدودِ تساوي الفرقَ بينَ مشتقتَيْهِ الفرقِ بينَ كثيرَ
بالرموÛِ:  إذا كانَ f(x) = g(x)±h(x)، حيثُ g(x) وَ h(x) كثيرا الحدودِ، فإنَّ  •

.f '(x) = g '(x)±h'(x)

مفهومٌ أساسيٌّ

رُ أتذكَّ

ميلُ الاقترانِ الثابتِ 
ا. يساوي صفرً

انظر الهامش
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مثال 3

اســتعمل صندوق )مفهوم أساســي( لشــرح قاعدة • 
اشتقاق مجموع كثيري حدود، ومشتقة الفرق.

استعمل هذا المثال لتوضيح قاعدة مشتقة المجموع، • 
ومشتقة الفرق.

اكتب على اللــوح أمثلة أخرى لترســيخ فهم الطلبة • 
للقاعدة.

مثال إضافي 

جد مشتقة كل اقتران ممّا يأتي:• 
1) f(x) = 3-4x 2 f '(x) = -8x

2) f(x) = x3 - 2x 2 + 5x-1

   f '(x) = 3x2-4x + 5

فرع 1مثال 4

ر الطلبــة أن ميل منحنى الاقتران عنــد نقطة عليه •  ذكِّ
هو مشــتقة الاقتران عند تلك النقطة، مستعيناً بالشرح 

الوارد في بداية الدرس.
جد ميل منحنى الاقتران باستعمال المشتقة. • 
ر الميل برسم المماس إنْ توافر وقت لذلك.•  قدِّ
قارِن بين طريقة تقدير الميل وإيجاد الميل باســتعمال • 

المشتقة من حيث دقة الناتج، وصعوبة الحل، والوقت 
المُستغرَق في ذلك.

ــة  ــة التقريبي ــات الطلب ــل إجاب ــه:   لا تقب تنبي

ــتقة. ــتعمال المش ــل باس ــاد المي ــد إيج عن
!

إجابة أتحقق من فهمي 3: 
a) f '(x) = x + 4

b) g '(x) = 9 - 35x4 + 2 √3x
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ا يأتي: öمم òëتراRكل» ا óمشتقة ôجِدóأ

1  f(x) = x2 -6x

￯قانونُ مشتقةِ مضاعفاتِ القوf '(x) = 2x2-1 – 6x1-1

f '(x) = 2x – 6بالتبسيطِ

2  f(x) = 5x7 + 3x4 - 3
2

  x2 + 8 

￯قانونُ مشتقةِ مضاعفاتِ القوf '(x) = 5(7x7-1)+3(4x4-1)- 3
2

 (2x2-1)+0
 f '(x) = 35x6 + 12x3 - 3xبالتبسيطِ

أتحقق من فهمي 

أóجِدô مشتقةó كلĄ منó الاRتراني÷نِ اùتيي÷نِ:
a) f(x) = 1

2
 x2 + 4x -1  b) g(x) = 9x - 7x5 - 6 + √3 x2

مثال 3

 
ا يأتي: öمم Ąكل Øِيجاü óالمشتقة ôفأستعمل º f(x) = 3x2 - 18x + 5 óëا كاÙإ

1 ميلُ منحنى f(x) عندَ النقطةِ (10- ,1).

f(x) = 3x2 – 18x + 5الاقترانُ الأصليُّ
f '(x) = 6x – 18باشتقاقِ الاقترانِ

 x = 1 ِبتعويضِ قيمةf '(1) = 6(1) - 18
12- = بالتبسيطِ

، ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) عندَ النقطةِ (10- ,1) هوَ 12- إذنْ

مثال 4

مثِّلُ قيمةَ ميلِ منحنى الاقترانِ  ظُ منَ الأمثلةِ الســابقةِ أنَّ مشتقةَ الاقترانِ هيَ اقترانٌ جديدٌ يُ أُلاحِ
، بتعويضِ  ؛ لذا يُمكِنُ إيجادُ ميلِ منحنــى الاقترانِ عندَ أيِّ نقطةٍ عليْهِ الأصلــيِّ عندَ قيمٍ مختلفةٍ

. الإحداثيِّ x لتلكَ النقطةِ في اقترانِ المشتقةِ

مُ أتعلَّ

 f '(a) لُ الرمزُ  يُســتعمَ
 f(x) للتعبيرِ عنْ مشتقةِ 

.x = a عندما

إرشادٌ

أستعملُ قواعدَ 
الاشتقاقِ المناسبةَ 

. لإيجادِ المشتقةِ

انظر الهامش

أثبتِ للطلبة بعد شــرح المثال الثالث أن مشــتقة الاقتران الثابت تساوي 
ة  صفرًا، وذلك برســم التمثيل البياني لاقتران ثابت، وإيجاد الميل عند عِدَّ

نقاط واقعة عليه.

إرشادات للمعلم

ــال  ــم المث ــي فه ــة ف ــة صعوب ــض الطلب ــه بع ــد يواج ــه:   ق تنبي

الثالــث؛ لــذا اطلــب إليهــم اشــتقاق كل حــد وحــده، ثــم جمــع 
المشــتقات لكتابــة مشــتقة الاقتــران كاملــة.

!



69

69

الوحدةُ 6

 مثال 5: من الحياة
 ºèٌ تحر» ôها جســمٌ مôبالمترِ( التي يق\ع( óالمســافة d(t) = 0.6t3 - 1.5t -0.9 ôëتراRالا ôم�»ل ôي

حيt ôq ال{منô بال�انيةِ:
. دُ سرعةَ الجسمِ بعدَ 3  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتِهِ 1 أَجِ

.v(t) َأفترضُ أنَّ اقترانَ السرعةِ هو . السرعةُ هيَ مشتقةُ اقترانِ المسافةِ
.v(t) = d '(t) ، إذنْ

.t = 3 التي تُمثِّلُ السرعةَ اللحظيةَ عندما ،v(3) = d '(3) َالمطلوبُ هو
d '(t) = 1.8t2 - 1.5مشتقةُ اقترانِ المسافةِ
v(t) = d '(t) = 1.8t2 - 1.5تعريفُ اقترانِ السرعةِ

 t = 3 ِبتعويضv(3) = d '(3) = 1.8(3)2 - 1.5
m/s 14.7 =بالتبسيطِ

14.7 m/s َسرعةُ الجسمِ بعدَ 3  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتِهِ هي ، إذنْ

معلومةٌ

السرعةُ اللحظيةُ تساوي 
مشــتقةَ اقترانِ المسافةِ 

عندَ لحظةٍ ما.
التسارعُ اللحظيُّ يساوي 
مشــتقةَ اقترانِ الســرعةِ 

عندَ لحظةٍ ما.

ا. 2 قيمةُ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرً

f '(x) = 0بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ
6x - 18 = 0بتعويضِ قيمةِ المشتقةِ

6x = 18بجمعِ 18 للطرفيْنِ

x = 3بقسمةِ الطرفيْنِ على 6

. x = 3 َا هي ، قيمةُ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرً إذنْ
أتحقق من فهمي 

ا يأتي: öمم Ąكل Øِيجاü óالمشتقة ôفأستعمل º f(x) = 5x2 + 25x - 9 óëا كاÙإ
.x =-2 عندما f(x) ميلُ منحنى (a

ا. b) قيمةُ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرً

دةٍ) يساوي السرعةَ  حدَّ - الزمنِ في لحظةٍ ما (عندَ نقطةٍ مُ ا أنَّ ميلَ منحنى المسافةِ فْتُ سابقً تعرَّ
- الزمنِ في لحظةٍ ما  ، وبصورةٍ مشــابهةٍ فإنَّ ميلَ منحنى الســرعةِ اللحظيةَ عنــدَ تلكَ النقطةِ

 . يساوي التسارعَ اللحظيَّ
، والتسارعِ اللحظيِّ باستعمالِ المشتقةِ بسهولةٍ منْ  أستطيعُ الآنَ إيجادَ كلٍّ منَ السرعةِ اللحظيةِ

. دونِ حاجةٍ إلى تقديرِ ميلِ المنحنى باستعمالِ المماسِّ كما في الدرسِ السابقِ

انظر الهامش

فرع 2مثال 4

ارسم التمثيل البياني للقتران الوارد في هذا المثال. • 
ح للطلبة النقاط التي يساوي عندها الميل صفرًا، •  وضِّ

مستعيناً بالنشاط الوارد في بداية الوحدة. 
ــر الطلبــة أن الميل يســاوي صفــرًا عندما يكون •  ذكِّ

.x المماس موازيًا للمحور
اشــرح للطلبة الطريقــة الجبرية لإيجــاد النقاط التي • 

يســاوي عندها الميل صفرًا، ثم قــارِن ذلك بالإجابة 
الناتجة من التمثيل البياني للقتران.

مثال إضافي 

إذا كانَ f(x) = x3 - 2x2 -15x + 6، فجد كلًّ ممّا يأتي 
باستعمال المشتقة:

A(-2, 20) عند النقطة f(x) 1 ميل منحنى  

 2 قيم x التي يساوي عندها ميل منحنى الاقتران صفرًا.

3 قيم x التي يساوي عندها ميل منحنى الاقتران 5  

1) m = 5

2) x = 3, x = - 5
3

3) x = -2, x = 10
3

5: من الحياة  مثال 

ر الطلبة أنه يمكن إيجاد الســرعة باستعمال منحنى •  ذكِّ
المسافة- الزمن. 

نبِّه الطلبة إلــى أن القيمة تُمثِّل الســرعة اللحظية، لا • 
السرعة المتوسطة.

أخبــر الطلبــة أن اقتران التســارع هو مشــتقة اقتران • 
السرعة.

ح للطلبة أن قيمة التســارع موجبة لأن الســرعة •  وضِّ
تزداد.

 :4 إجابة أتحقق من فهمي 
a) m = 5  b) x = -2.5



70

70

. دُ تسارعَ الجسمِ بعدَ 5  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتِهِ 2 أَجِ

.a(t) َأفترضُ أنَّ اقترانَ التسارعِ هو . التسارعُ هوَ مشتقةُ اقترانِ السرعةِ
.a(t) = v '(t) ، إذنْ

.t = 5 التي تُمثِّلُ التسارعَ عندما ،a(5) = v '(5) َالمطلوبُ هو
a(t) = v '(t) = 3.6t مشتقةُ اقترانِ السرعةِ

 t = 5 ِبتعويضa(5) = 3.6(5)
a(5) = 18بالتبسيطِ

 18 m/s2  َتسارعُ الجسمِ بعدَ 5  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتِهِ هو ، إذنْ

أتحقق من فهمي 

 ºèٌ تحر» ôها جســمٌ مôبالمترِ( التي يق\ع( óالمســافة d(t) = 2.5t2 + 0.1t - 0.3 ôëتراRالا ôم�»ل ôي
.t = 3 عندما ô� óالجسمِ وتسارع óسرعة ôجِدóبال�انيةِ. أ ôال{من t ôqحي

مُ أتعلَّ

ــارعِ  ــةُ التس ــونُ قيم تك
ـتِ  كانَـ إذا  ا  صفــرً

. الســرعةُ ثابتــةً

أتدرب وأحل المسائل

أóجِدô مشتقةó كلĄ منó الاRتراناتِ اùتيةِ: 
1  f(x) = -7   2  g(x) = 3x9  3  r(x) = -5x2

4  i(x) = x4 - 3x  5  v(x) = x2 + x + 1 6  t(x) = 6 - 2x + x2

ا يأتي: öمم Ąفي كل f '(-2) óيمةR ôجِدóأ
7  f(x)= 3

5
 x3 + x4 -2x +7 8  f(x)= x99 + √2 x  9  f(x) = 7π

18
 

دُ النقطةَ التي يكونَ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) = 2x2 - 10 هوَ 12  10 أَجِ

ºèٌ حيt ôq ال{منô بال�انيةِ: تحر» ôها جسمٌ مôبالمترِ( التي يق\ع( óالمسافة d(t) = t3 - 6t + 3 ôëتراRالا ôم�»ل ôي
.( مثِّلُ سرعةَ الجسمِ في أيِّ لحظةٍ (t ثانيةً دُ الاقترانَ v(t) الذي يُ  11 أَجِ

.t = 3 دُ سرعةَ الجسمِ عندما  12 أَجِ

6 m/s ُعندما تكونُ السرعة t َدُ الزمن  13 أَجِ

. ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ مثِّلُ تسارعَ الجسمِ دُ الاقترانَ a(t) الذي يُ  14 أَجِ

.t = 5 دُ تسارعَ الجسمِ عندما  15 أَجِ

انظر الهامش

f '(x) = 0

i '(x) = 4x3 - 3

-26.8

x = 3

v(t)=3t 2 - 6

21 m/s

30 m/s2

t = 2

a(t) = 6t

3.137435236 × 1031
0

v '(x) = 2x + 1 t '(x) = -2 + 2x

g '(x) = 27x8 r '(x) = -10x

تنبيه:   في أثناء شــرح المثــال الخامس، لا 

تذكر للطلبة أن التســارع هو المشتقة الثانية لاقتران 
المسافة؛ لأنهم لا يعرفون ذلك في هذه المرحلة. 

!

التدريب4

ه الطلبة إلى قراءة الأســئلة في بند )أتدرب وأحل •  وجِّ
المسائل(، ثم اطلب إليهم حلها.

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

إذا واجــه بعض الطلبــة صعوبة في حل أي مســألة، • 
ن من حل المسألة، واطلب إليه كتابة  فاختر طالبًا تمكَّ

حله على اللوح.

   الواجب المنزلي: 

اطلب إلى الطلبة أن يحلوا في البيت جميع المســائل • 
الــواردة في الصفحة السادســة عشــرة مــن كتاب 
دًا لهم المســائل التــي يمكنهم حلها  التمارين، مُحدِّ
م من أمثلة الدرس  في نهاية كل حصة بحســب ما يُقدَّ

وأفكاره.
يمكن أيضًا إضافة المسائل التي لم يحلها الطلبة داخل • 

غرفة الصف إلى الواجب البيتي.
في اليوم التالي، اطَّلِع على حلول الطلبة، وناقِشهم في • 

أي صعوبات واجهوها في أثناء الحل.

 :5 إجابة أتحقق من فهمي 
15.1 m/s :السرعة

5 m/s2 :التسارع
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الوحدةُ 6

:f(x) = 0.5x3 - 3x2 + 4x ëِتراRمنحنى الا ôالمجاور ôالشكل ôم�»ل ôي
.f '(x) ُد  16 أَجِ

.x ِهِ معَ محور دُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ نقاطِ تقاطعِ  17 أَجِ

دُ على المنحنى النقطةَ التي يساوي عندها الميلُ 1  18 أُحدِّ

دُ على المنحنى النقطةَ التي يساوي عندها الميلُ 2  19 أُحدِّ

دُ معادلةَ مماسِّ منحنى الاقترانِ f(x)=3x3 +2  عندَ النقطةِ التي يكونُ إحداثيُّ x لها 1  20  أَجِ

:g(x) = 3x3 - x2 - 7x + 4 ëِتراRعلى منحنى الا P(-2, b) ôالنق\ة ôتق�
ا. دُ قيمةَ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرً دُ قيمةَ b.      22 أَجِ  21 أَجِ

 -12 óيv ºpٌاب> Øٌعد a ôqحي º y = x3 - 2ax ِلةØلمنحنى المعا x = 2 الميلِ عندما ôيمةR ÷póا كانÙإ
.x = 4 دُ قيمةَ ميلِ المنحنى عندما دُ قيمةَ الثابتِ a.     24 أَجِ  23 أَجِ

ا يأتي: öمم Ąفي كل f '(x) ôجِدóأ
25  f(x) = 2x (x+1)  26  f(x) = (x + 2)(x + 5)  27  f(x) = (x + 3)(x-3)

 ، f(x) = kx (x-4) ِــران ــيَّ للاقت ــلَ البيان ــاورُ التمثي ــكلُ المج ــنُ الش بيِّ  28  يُ

ــدُ قيمــةَ k إذا كانَ ميــلُ المنحنــى عنــدَ النقطــةِ  . أَجِ حيــثُ k عــددٌ حقيقــيٌّ
(0 ,4) هــوَ 2 

مهارات التفكير العليا

ما مشتقةُ الاقترانِ تساوي 4،  هُ f(x) = 1 ، تكونُ عندَ
3

 x3 - 5x + 4 ِ29 تبريرٌ:  أُثبِتُ وجودَ نقطتيْنِ على منحنى الاقتران 

ا إجابتي. رً برِّ ، مُ دُ إحداثيَّيْ هاتيْنِ النقطتيْنِ ثمَّ أَجِ

ا. دُ قيمَ a, b إذا كانَ ميلُ منحنى الاقترانِ y = ax3 + bx2 + 5 عندَ النقطةِ (3- ,2) هوَ صفرً : أَجِ Ą30 تحد 

ها عنْ ســطحِ الأرضِ h بالمتــرِ بعدَ t ثانيةً مــنْ إطلاقِها  تْ قذيفةٌ رأســيًّا إلــى الأعلى، فــكانَ ارتفاعُ : أُطلِقَ Ą31 تحــد 

h(t) = -4.9t2 + 147t . ما ارتفاعُ القذيفةِ عنِ الأرضِ عندما تكونُ سرعتُها m/s 98؟

2

4
y

x

–2

–4

50

y

x0 4

f '(x) = 1.5x 2 - 6x + 4

17)  f '(0) = 4, 

        f '(2) = -2,

        f '(4) = 4,

x = 2+ √2 , x = 2- √2

y - 5 = 9(x-1)

b = -10

a = 12

f '(x) = 4x + 2 f '(x) = 2x + 7 f '(x) = 2x

k = 0.5

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

24

x = 1 , x = - 
7

9

x = 
6 + 2 √6

3
 , x = 

6 - 2 √6

3

مهارات التفكير العليا

لتنمية •  المسائل؛  هذه  حل  في  كافةً  الطلبة  أشرِك 
مهارات التفكير العليا لديهم.

حل •  من  كافةً  الطلبة  ن  يتمكَّ أن  شرطًا  ليس  أنه  ر  تذكَّ
المسائل جميعها، ولكن يجب عليهم أن يحاولوا حلها.

اطلب إلى الطلبة -ضمن مجموعات- حل المسائل • 
أفراد  إلى  اطلب  ثم  العليا(،  التفكر  )مهارات  بند  في 
الحل في كل مسألة،  إلى  لهم  توصُّ كيفية  بيان  بعضها 
وامنح الآخرين فرصة نقد إجابات زملئهم وتقويمها.

ع الطلبة على تبرير إجاباتهم. •  شجِّ
ق •  نبِّه الطلبة عند حل السؤال 30 إلى أن النقطة المعطاة تُحقِّ

معادلة المنحنى، وأن المشتقة عندئذٍ تساوي صفرًا، وأنه 
يمكنهم تكوين معادلتين بالمتغيرين a,b وحلهما.

الزمن •  إيجاد  إلى   31 السؤال  حل  عند  الطلبة  ه  وجِّ
الذي تكون عنده السرعة m/s 98، ثم حساب ارتفاع 

القذيفة في تلك اللحظة.

الإثراء5

ه الطلبة إلى البحث في شــبكة الإنترنت أو مكتبة •  وجِّ
المدرسة عن تطبيقات حياتية للمشتقات. 

د للطلبة وجوب توثيق المعلومة دائمًا.•  أكِّ

تعليمات المشروع:

اطلب إلى الطلبة البدء بتنفيذ الخطوة 5 من المشروع.• 
ه الطلبة إلى تنظيم إجراءاتهم وتوثيقها بنسخ صورة •  وجِّ

(print screen) للشاشة في كل خطوة.

تابعِ أفراد المجموعات في أثناء تنفيذ مشروع الوحدة، • 
دهم بتغذية راجعة وإرشادات لتحسينه. وزوِّ

الختام6

اطرح على الطلبة الأسئلة الآتية:• 
 ما الفرق بين تقدير الميل برســم المماس وإيجاد  »

الميل باستعمال المشتقة؟
أيهما أدق؟ »
هل يستحيل أحيانًا رسم المماس؟ »

ه الطلبــة إلى فك الأقواس أولًا في    تنبيه على ســؤال:   وجِّ

الأسئلة )25 -28(، ثم اشتقاق الاقترانات الناتجة.
!
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الدرسُ

3
القيمُ العظمى والقيمُ الصغرى
Maximum and Minimum Values

فكرةُ الدرسِ إيجادُ القيمِ العظمى والقيمِ الصغر￯ المحليةِ لكثيراتِ الحدودِ.   
.￯قيمةٌ عظمى، قيمةٌ صغر ، المصطلحاتُ نقطةٌ حرجةٌ   

) التي  مسألةُ اليومِ  تُمثِّلُ المعادلــةُ d = -16t2 + 75t + 2.5 المســافةَ (بالقدمِ   
هُ  . ما أقصى ارتفاعٍ تصلُ تْها كرةٌ بعدَ ركلِها، حيثُ t الزمــنُ بالثانيةِ قطعَ

الكرةُ؟

ى النقطةُ التي يكونُ عندها ميلُ منحنى كثيرِ  تُســمّ
.(critical point) óالحرجة óا النق\ة الحدودِ صفرً
؛ لأنَّ  ، A وَ B نقطتانِ حرجتانِ في الشكلِ المجاورِ

 . ما صفرٌ ميلَ المنحنى عندَ كلٍّ منْهُ
، وعنْ يمينِها  ها موجبةٌ ى القيمةُ d في النقطةِ A(c, d) التي إشارةُ ميلِ المنحنى عنْ يسارِ تُســمّ
، القيمةó العظمى المحليةó (local maximum)؛ لأنَّها أكبرُ مــنَ القيمِ المجاورةِ لها.  ســالبةٌ
، وعنْ يمينِها  ها سالبةٌ ى القيمةُ h في النقطةِ B(e, h) التي إشارةُ ميلِ المنحنى عنْ يسارِ وتُســمّ
، القيمةó الصغرى المحليةó (local minimum)؛ لأنَّها أصغرُ منَ القيمِ المجاورةِ لها.  موجبةٌ

لغةُ الرياضياتِ

 ( يشيرُ مصطلحُ (النقطةُ الحرجةُ
إلى النقطةِ (x, y)، ويشــيرُ 
 ( مصطلــحُ (القيمةُ الحرجةُ
إلــى الإحداثــيِّ y للنقطةِ 

الحرجةِ.

مُ أتعلَّ

يمكنُ اســتعمالُ برمجيةِ 
جيوجـــبرا لإيجـــادِ 
القيــمِ العظمــى والقيمِ 
الصغــر￯، وذلكَ باختيارِ

Extremum منْ شــريطِ 

، ثمَّ نقرِ المنحنى،  الأدواتِ
فتظهــرُ إحداثيــاتُ نقاطِ 
القيمِ القصو￯ على يسارِ 

. الشاشةِ

y

x

A

B

اCيلُ
ñموجب

اCيلُ
ñموجب

اCيلُ
ñسالب

 
f(x) = x3 - 12x + 4 ëِتــراR°القيمِ العظمى والقيمِ الصغرى ل Øِيجاü óالمشــتقة ôأســتعمل

.) ت÷ óجِد ôو ÷ëإ(
. ؛ أيْ قيمَ x التي ميلُ المنحنى عندها صفرٌ دُ القيمَ الحرجةَ ال�\وةô 1:  أَجِ

f '(x) = 3x2 - 12مشتقةُ الاقترانِ
3x2 - 12 = 0بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

3x2 = 12بجمعِ 12 للطرفيْنِ

x2 = 4بقسمةِ الطرفيْنِ على 3
x = ±2بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ للطرفيْنِ

x = 2؛ لأنَّ مشــتقةَ الاقترانِ  ، توجــدُ نقطتانِ حرجتانِ لمنحنى الاقترانِ عندما x = -2 وَ إذنْ
. ا عندَ هاتيْنِ النقطتيْنِ تساوي صفرً

مثال 1

نتاĤات الدرس   
يجد القيم العظمى والقيم الصغرى لكثيرات الحدود.• 
يحل مسائل حياتية عن القيم العظمى والقيم الصغرى • 

لكثيرات الحدود.

التعلم القبلي: 

تعرف القطع المكافئ، وإيجاد رأس القطع المكافئ.• 
إيجاد مشتقة كثيرات الحدود.• 
إيجاد الميل باستعمال المشتقة.• 

التهيئة1

 اكتــب علــى اللــوح أي اقتــران تربيعــي، مثــل: • 
f(x) = x 2 - 2x + 1

اســأل الطلبة عن أقل قيمة ممكنة لـ f(x) قد تنتج عند • 
التعويض في الاقتران.

اسأل الطلبة عن إحداثيات رأس القطع المكافئ.• 
ارسم على اللوح التمثيل البياني للقتران التربيعي، ثم • 

اسألهم:
ما أقل قيمة للقتران؟ »
اطرح على الطلبة السؤال الآتي:• 
 هل توجد طريقــة جبرية لمعرفة أقل قيمة وأكبرها  »

لـ f(x) ؟

الدرس

3
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الاستكشاف2

ه الطلبة إلى قراءة المسألة في بند )مسألة اليوم(، ثم اسألهم:•  وجِّ
ما شكل المسار الذي تسلكه الكرة؟ قطع مكافئ. »
 ماذا يحدث لســرعة الكرة بعد ركلها؟ تتناقص سرعتها حتى تصل إلى الصفر، ثم تهبط الكرة  »

إلى الأرض.
 كيف يمكن معرفة أقصى ارتفاع تصله الكرة هندسيًّا؟ رسم منحنى المسافة-الزمن، وملحظة  »

أقصى ارتفاع من الرسم.
هل توجد طريقة جبرية لمعرفة أقصى ارتفاع تصله الكرة؟ نعم. »
 كيف يمكن الاســتفادة من درس الاشــتقاق في معرفــة أقصى ارتفاع؟ إيجاد ســرعة الكرة  »

بالاشتقاق، ثم جعل السرعة صفرًا لإيجاد الزمن وتعويضه بمعادلة المسافة.
استمع لإجابات الطلبة من دون تقديم تغذية راجعة لهم، ثم اسألهم:• 
من يؤيد الإجابة؟ »
من لديه إجابة أُخرى؟  »
اذكرها. »

وذلــك لتعزيز مهارات التواصل واحترام الرأي والــرأي الاخر لديهم. بعد ذلك وضح لهم أنهم 
ســيتعرفون في هذا الدرس ما يمكنهم من الإجابة عن هذه المســألة ومسائل مشابهة، ثم اكتب 

العنوان على اللوح.

تعزيز اللغة ودعمها

ع الطلبة على  ر المصطلحات الرياضية المســتخدمة في الدرس باللغتين العربية والإنجليزية، وشجِّ كرِّ
 ،)critical point( والنقطة الحرجة ،)slope( والميل ،)derivative( استعمالها، مثل: المشــتقة

 .)maximum( والقيمة العظمى ،)minimum( والقيمة الصغرى

التدريس3

وظِّف الشرح الوارد قبل المثال الأول من كتاب الطالب في توضيح معنى النقاط الحرجة، وكيفية • 
إيجاد القيم العظمى والقيم الصغرى.

مثال 1

استعمل المشتقة لإيجاد النقطتين اللتين يســاوي عندهما الميل صفرًا، مُبيِّناً للطلبة أنهما نقطتان • 
حرجتان.

اختبر إشــارة الميل )المشــتقة( حول كل نقطة، ثم صنِّفها إلى عظمى وصغرى باستعمال جدول • 
الإشارات.

اســتعمل التمثيل البياني لتصنيف النقاط الحرجة إلى عظمى وصغرى، بوصف ذلك طريقةً بديلةً • 
عن الإشارات. 

ملاحظات المعلم
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الوحدةُ 6

سافةُ
Cا

الزمنُ
10

5

10

15
20

25

30

35
40

45

2 3 4 5 6

رُ أُفكِّ

لمــاذا لا توجــدُ قيــمٌ 
 ￯عظمــى وقيــمٌ صغر

؟  للاقترانِ الثابتِ
لمــاذا لا توجــدُ قيــمٌ 
 ￯عظمــى وقيــمٌ صغر
للاقتــرانِ الخطِّيِّ الذي 
هُ مجموعةُ الأعدادِ  مجالُ

؟  الحقيقيةِ

 ، ال�\وةô 2:  لتحديدِ أيُّ النقــاطِ الحرجةِ يوجدُ عندها قيمةٌ عظمــى أوْ قيمةٌ صغر￯ للاقترانِ
ما، وذلكَ بتعويضِ بعضِ القيمِ القريبةِ منْها. أختبرُ إشارةَ ميلِ المنحنى حولَ كلٍّ منْهُ

-1.9-2-2.1x

-1.1701.23f '(x)

إشارةُ موجبةٌسالبةٌ
الميلِ

 

2.121.9x

1.230-1.17f '(x)

إشارةُ سالبةٌموجبةٌ
الميلِ

؛ لذا توجدُ قيمةٌ عظمى عندما  تتغيَّرُ إشــارةُ ميلِ المنحنى حولَ x = -2 منْ موجبةٍ إلى ســالبةٍ
؛  x = -2، هيَ  f(-2) = 20، وتتغيَّرُ إشــارةُ ميلِ المنحنى حولَ x = 2 منْ سالبةٍ إلى موجبةٍ

.f(2) = -12 َهي ،x = 2 عندما ￯لذا توجدُ قيمةٌ صغر

ا تحديدُ إذا كانَ يوجدُ عندَ النقطةِ  Iريقةٌ بديلةٌ:  يُمكِنُ أيضً
الحرجةِ قيمةٌ عظمــى أوْ قيمةٌ صغر￯ للاقتــرانِ بتمثيلِ 
 f(x) ِمنحنى الاقترانِ بيانيًّــا. فعندَ تمثيلِ منحنى الاقتران
، فــإنَّ النقطةَ (20 ,2-) تبدو  بيانيًّا في الشــكلِ المجاورِ
أعلى مــنَ النقاطِ المجاورةِ لها علــى المنحنى، وبذلكَ 
تســاوي القيمةُ العظمى 20، وتبدو النقطــةُ (12- ,2) 

 -12 ￯أخفضَ منَ النقاطِ المجاورةِ لها ، وبذلكَ تساوي القيمةُ الصغر

أتحقق من فهمي 

.) ت÷ óجِد ôو ÷ëإ( g(x) = 2x3 - 6x - 15 ëِتراR°الصغرى ل óالعظمى والقيم óالقيم ôجِدóأ

(–2, 20)

(2, –12)

y

x

10

-10

-1 1 2 3 4-2-3-4

20

y للنقطــةِ التي يتغيَّرُ  مثِّلُ الإحداثــيُّ الصاديُّ  يُ
عندهــا اتجاهُ حركةِ الجســمِ مــنَ الصعودِ إلى 
؛  - الزمنِ الهبوطِ قيمةً عظمى لمنحنى المســافةِ
لأنَّ مشــتقةَ المنحنى عندَ تلكَ النقطةِ تســاوي 
)؛ لذا يُمكِنُ اســتعمالُ  ا (المماسُّ أفقــيٌّ صفــرً
المشــتقةِ لتحديدِ النقطةِ التي يبلغُ عندها الجسمُ  

. أقصى ارتفاعٍ

انظر الهامش

تنويع التعليم

يمكن اختبار إشــارة المشــتقة حول النقــاط الحرجة في 
المثال الأول باستعمال خط الأعداد وحساب المشتقة عند 
م إليها خط  عدد واحد في كل قســم من الأقســام التي قُسِّ

الأعداد لتحديد إشارتها: 
f '(-3) = 3(-3)2 -12 = 27-12 = 15,  

f '(0) = 3(0)2 -12 = 0-12 = -12, 

f '(3) = 3(3)2 -12 = 27-12 = 15

2-2x

+++ +++- - -f'(x)

تنبيه:   

في هذا الدرس، يتعيَّــن على الطلبة معرفة القيم • 
العظمى والقيم الصغــرى من دون تصنيفها إلى 

محلية ومطلقة؛ فل تذكر لهم ذلك.
لا تذكر للطلبة النقطة التي لا تكون عندها مشتقة • 

الاقتران موجــودة بوصفها نقطــةً حرجةً؛ لأن 
المطلوب منهم فقط في هــذه المرحلة هو كثير 

الحدود.

!

بعد شــرح المثال الأول، أثبـِـت للطلبة أنه لا توجد 
قيم عظمى وقيم صغــرى للقتران الثابت والاقتران 
الخطي، وذلك بحل مثال على كلٍّ منهما على اللوح، 

مستعيناً برسم التمثيل البياني لكل اقتران.

إرشادات للمعلم

 التقويم التكويني:

ــه الطلبة إلى حــل التدريب في بنــد )أتحقق من •  وجِّ
ا، أو ضمن مجموعات(.  فهمي( بعد كل مثال )فرديًّ

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

اختر بعض الإجابات التي تحوي أخطاء مفاهيمية، ثم • 
ناقِشها على اللوح، ولا تذكر اسم الطالب الذي أخطأ 

في الإجابة؛ تجنبًا لإحراجه.

أخطاء مفاهيمية:   

قد يخلط الطلبة من ذوي المستوى دون المتوسط بين مفهوم النقطة • 
الحرجة والقيمة العظمى والقيمة الصغرى؛ لذا بيِّن لهم الفرق بينها، 
رًا إيّاهم أن كل نقــاط القيم القصوى هي نقاط حرجة، وأن كل  مُذكِّ
نقطة حرجة ليســت نقطة قيمــة قصوى؛ إذ يجب أن تتغيَّر إشــارة 

المشتقة )الميل( حول النقطة الحرجة لتكون نقطة قيمة قصوى.
قد يخطئ بعض الطلبة في اختبار الإشارة حول النقطة الحرجة عند • 

ح  تصنيفهــا إلى عظمى وصغرى بالتعويض فــي الاقتران؛ لذا صحِّ
لهم ذلك، مُبيِّناً أنه يجب التعويض في المشتقة التي تُمثِّل الميل.

!

إجابة أتحقق من فهمي 1 :
 f(-1) =11 هي x = -1 له قيمة عظمى عند

f(1) = -19  هي  x = 1 وله قيمة صغرى عند
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مثال إضافي 

جــد القيــم العظمــى والقيــم الصغــرى للقتران • 
f(x) = 3x2-x )إن وُجِدت( باستعمال المشتقة.

 ،f(0) = 0 هي  x = 0 القيمــة الصغرى للقتران عندمــا
f(2) = 4  هي x = 2 والقيمة العظمى له عندما

 مثال 2: من الحياة

وظِّف التمثيــل البياني الوارد بعــد المثال الأول من • 
كتاب الطالب فــي توضيح أقصى ارتفاع قد يصل إليه 

الجسم قبل البدء بشرح المثال الثاني.
ناقِش الطلبة فــي المثال الثاني؛ باشــتقاق الاقتران، • 

ومســاواة المشــتقة بالصفر، وإيجاد النقطة الحرجة، 
د أنها عظمى،  واختبار إشــارة المشــتقة حولها للتأكُّ
ثم التعويض في الاقتــران لإيجاد أقصى ارتفاع تصله 

الكرة.

تنويع التعليم:

يمكن شــرح المثال الثاني عن طريق رسم التمثيل البياني 
للقتران، وإيجاد أكبر قيمة تُمثِّل أقصى ارتفاع تصله الكرة.

العظمى  القيم  اســتعمل برمجية جيوجبرا لإيجــاد 
 ، ونقر المنحنى 

Extremum
والقيم الصغرى بنقر أيقونة 

بعد رسم منحنى الاقتران.

إرشادات للمعلم

مثال إضافي 

يُمثِّل الاقتران h(t) = 6 + 4t - t 2 ارتفاع كرة عن سطح 
الأرض بالمتر بعد t ثانية من ركلها:

1 جد سرعة الكرة بعد ثانية واحدة من ركلها.  
 2 m/s  

 2 جد أقصى ارتفاع تصله الكرة.
10 m  
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 مثال 2: من الحياة
م�»لô الاRتراh(t)= 1 + 25t-5t2 ôë ارتفاعó كرةò عن÷ س\xِ اúرضِ بالمترِ بعدt ó <انيةð من÷ ركلهِا: ôي

1 أóجِدô سرعةó الكرةِ بعدó 3 <واòë من÷ ركلهِا.

). ومنَ المعلومِ أنَّ مشــتقةَ اقترانِ  عطى h(t) ارتفاعَ الكرةِ (المســافةُ الرأســيةُ مثِّلُ الاقترانُ المُ يُ
:h '(t) في t = 3 ُض ، أُعوِّ . لإيجادِ سرعةِ الكرةِ بعدَ 3 ثوانٍ المسافةِ تساوي اقترانَ السرعةِ

h(t) = 1 + 25t-5t2اقترانُ الارتفاعِ

h'(t) = 25-10tمشتقةُ اقترانِ الارتفاعِ

h'(t) في t = 3 ِبتعويضh'(3) = 25 – 10(3)
5- =بالتبسيطِ

 -5 m/ s َسرعةُ الكرةِ بعدَ 3 ثوانٍ هي ، إذنْ
. ôالكرة ô� ôتصل òصى ارتفاعRأ ôجِدó2 أ

.h(t) ِمثِّلُ أقصى ارتفاعٍ تصلُ إليْهِ الكرةُ قيمةً عظمى لاقترانِ الارتفاع يُ
:h '(t) = 0 َقُ المعادلة دُ القيمَ التي تُحقِّ لإيجادِ القيمةِ العظمى، أُحدِّ

h '(t) = 25-10tمشتقةُ اقترانِ الارتفاعِ
10t = 0-25بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

10t = 25بجمعِ 10t للطرفيْنِ

t = 2.5بقسمةِ الطرفيْنِ على 10

t = 2.5 ؛ لذا توجدُ قيمةٌ عظمى عندما تتغيَّرُ إشارةُ ميلِ المنحنى منْ موجبةٍ إلى سالبةٍ

إشارةُ الميلِ
t 2.5

0+ + +

:h(2.5) َوقيمةُ هذا الارتفاعِ هي ، t = 2.5 s تصلُ الكرةُ أقصى ارتفاعٍ عندما ، إذنْ
h(t) في t = 2.5 ِبتعويضh(2.5) = 1+ 25(2.5)-5(2.5)2

32.25 =بالتبسيطِ

32.25 m َهُ الكرةُ هو ، أقصى ارتفاعٍ تصلُ إذنْ
أتحقق من فهمي 

م�»ــلô الاRتراh(t)= 20t-5t2 ôë ارتفاعó حجرò عن÷ ســ\xِ اúرضِ بالمترِ بعدt ó <انيةð من÷ R}فِِ�  ôي
إلى اúعلى:

. هُ الحجرُ دُ أقصى ارتفاعٍ يصلُ b) أَجِ   . دُ سرعةَ الحجرِ بعدَ ثانيتيْنِ منْ قذفِهِ a) أَجِ

مُ أتعلَّ

بمــا أنَّ مشــتقةَ اقترانِ 
المســافةِ هــيَ اقتــرانُ 
، فإنَّ القيمَ التي  الســرعةِ
تســاوي عندها مشــتقةُ 
ا هيَ  اقترانِ المسافةِ صفرً
القيــمُ التي تنعدمُ عندها 

. السرعةُ

مُ أتعلَّ

 ،5 m/s َسرعةُ الكرةِ هي
والإشارةُ الســالبةُ تدلُّ 
تِ  علــى أنَّ الكــرةَ غيَّرَ
تْ  اتجاهَ حركتِها، وأخذَ
، وأنَّ  تهبطُ نحوَ الأرضِ
ها عنِ الأرضِ في  ارتفاعَ

. تناقصٍ

انظر الهامش

إجابة أتحقق من فهمي 2:
a) 0 m/s  b) 20 m
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الوحدةُ 6

رُ أتذكَّ

قُ  x التي تُحقِّ ى قيمُ  تُسمّ
  f '(x) = 0 المعادلــةَ 
ــا حرجــةً لمنحنى  قيمً

.f(x) ِالاقتران

تنبيهٌ

تتغيَّرُ إشارةُ ميلِ المنحنى 
منْ موجبةٍ إلى سالبةٍ منْ 
يســارِ إلى يمينِ x = 8؛ 
لذا توجــدُ قيمةٌ عظمى 

x = 8 عندما
إشارةُ الميلِ

x 8

0+ + - -

ســاحةِ تساوي القيمةَ العظمى  ســاحةَ منطقةٍ ما، فإنَّ القيمةَ الكبر￯ للمِ إذا مثَّلَ الاقترانُ f(x) مِ
. ساحةِ تساوي القيمةَ الصغر￯ للاقترانِ ، والقيمةَ الصغر￯ للمِ للاقترانِ

 مثال 3: من الحياة 
 óØأرا ºÕِالسيا ó32 من m òارِع} ôجدارٌ: لدى م
 ºا ðمتر y هاôولI º ðمست\يلة ðبِ� حظيرة óسي»جôي ÷ëأ
 óأحد ôëيكو òبجانبِ جدار ºا ðمتــر x ها ôوعر�

أ�°عِ ìِ{v الحظيرةِ:
م�»لô مِساحةó الحظيرةِ.  ôي A(x) = x(32-2x) óëتراRالا ¬ëأ ôبي»نô1 أ

x + y + x = 32 َّ32؛ لذا، فإن m ِطولُ السياج
ا. ربَّعً ا مُ ساحتُها x(32 – 2x)  مترً ، طولُ الحظيرةِ y = 32-2x، ومِ إذنْ

.A'(x) ôجِدó2 أ

ساحةِ A(x) = x(32-2x)اقترانُ المِ
A(x) = 32x-2x2بتوزيعِ الضربِ على الطرحِ

ساحةِ A'(x) = 32-4xمشتقةُ اقترانِ المِ

. ôِمكنôما ي óالحظيرةِ أكبر óمِساحة ôالتي تجعل x ِيمةR Øِيجاü óالمشتقة ô3 أستعمل

:A'(x) = 0 َلُّ المعادلة لإيجادِ قيمةِ x، أحُ
4x = 0 - 32بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

4x = 32بجمعِ 4x للطرفيْنِ

x = 8بقسمةِ الطرفيْنِ على 4

ساحةٍ ممكنةٍ للحظيرةِ. دُ أكبرَ مِ أَجِ
ساحةَ الحظيرةِ. مثِّلُ مِ ضُ قيمةَ x = 8 بالاقترانِ الذي يُ أُعوِّ

A(x) في x = 8 ِبتعويضA(8) = 8(32-2(8))
128 =بالتبسيطِ

ــرةِ  ــرضُ الحظي ــونُ ع ــا يك ــجُ عندم ــيَ تنت ــرةِ m2 128، وه ــاحةٍ للحظي س ــرُ مِ ، أكب إذنْ
16 m ــا ه m 8، وطولُ

جدارٌ

x mx m

y m

 مثال 3: من الحياة

ة تطبيقــات للقيم العظمى •  أخبر الطلبــة أنه توجد عِدَّ
والقيم الصغرى، غير الســرعة والتسارع، مثل إيجاد 

أكبر مساحة. 
بيِّن للطلبــة أن الاقتران المعطى يُمثِّل المســاحة عن • 

طريق إيجاد العلقة بين الأبعاد والمحيط. 
ح للطلبة أن المســاحة تكون أكبــر ما يمكن عند •  وضِّ

نقطة القيمة العظمى لاقتران المساحة.
د للطلبة أنه يجب اختبار إشارة المشتقة حول النقطة •  أكِّ

الحرجة؛ لتصنيفها إلى عظمى وصغرى.

الإثراء

ه الطلبة إلى البحث في شبكة الإنترنت عن أمثلة حياتية  وجِّ
مشابهة للمثال الثالث. 

مثال إضافي 

لدى مُزارِع m 36 من الســياج، أراد أن يُســيِّج به حظيرة 
مستطيلة، طولها y مترًا، وعرضها x مترًا:

يُمثِّل مســاحة   A(x) = x(18-x) الاقتران  أن  1  بيِّن   
الحظيرة.

2x + 2y = 36 ⇒ y = 18-x 

A(x) = x(18-x)

A'(x) 2 جد 
A(x) = 18x - x2 

A'(x) = 18 - 2x

3  استعمل المشــتقة لإيجاد قيمة x التي تجعل مساحة   
الحظيرة أكبر ما يمكن.

x = 9 m



76

76

أتدرب وأحل المسائل

:) ت÷ óجِد ôو ÷ëتيةِ )إùتراناتِ اRالا óمن Ąالقيمِ العظمى والقيمِ الصغرى لكل Øِيجاü óالمشتقة ôأستعمل

1  f(x) = x2 - 4x + 3    2  f(x) = x2 + 6x - 3

3  f(x) = 1 + 5x - x2    4  f(x) = x3 + 1.5x2 - 18x

5  f(x) = 18x2 - x4    6  f(x) = 2x3 -6x + 4

7  f(x) = x3 - 12x - 4    8  f(x) = 3x2

9  f(x) = x3 -2x + 4    10  f(x) = x3 + x2 -8x + 54

:�ِRِ°Iمن÷ إ ðانية> t óرضِ بالمترِ بعدúا xِ\عن÷ س òسهم óارتفاع h(t)= 1.2 + 19.6t - 4.9t2 ôëتراRالا ôم�»ل ôي
. دُ سرعةَ السهمِ بعدَ 3 ثوانٍ  11 أَجِ

. هُ السهمُ  12 أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ أقصى ارتفاعٍ يصلُ

؟ ساحةٍ ممكنةٍ للمستطيلِ . ما أكبرُ مِ ، حيثُ x الطولُ بالمترِ ساحةَ مستطيلٍ مثِّلُ الاقترانُ A(x) = x(50-x) مِ  13 يُ

أتحقق من فهمي 

بي»نô الشكلô المجاورÉ ôورةð مست\يلةó الشكلºِ محي\ôها  ôي
:A cm2 هاôومِساحت º72 cm

ســاحةَ  مثِّلُ مِ a)  أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ A(x) = 36x-x2 يُ

الصورةِ. 
.A'(x) ُد b) أَجِ

ساحةَ  c)  أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِ

. الصورةِ أكبرَ ما يُمكِنُ
ساحةٍ ممكنةٍ للصورةِ. دُ أكبرَ مِ d) أَجِ

A cm2

y cm

x cm

بنى عزُّ الدينِ أسامةُ قلعةَ 
عجلونَ أحدُ قادةِ صلاحِ 
، وذلكَ  الدينِ الأيوبــيِّ
1184م/580هـ.  عامَ 
تمتــازُ هــذهِ القلعــةُ 
ها  بمتانةِ بنائِهــا، وموقعِ

 . لِّ طِ الاستراتيجيِّ المُ

انظر الهامش

10-1) انظر ملحق الإجابات

-9.8 m/s

20.8 m

625 m2

التدريب4

ه الطلبة إلى قراءة الأســئلة في بند )أتدرب وأحل •  وجِّ
المسائل(، ثم اطلب إليهم حلها.

م •  هًا، وقدِّ ل بين الطلبة مُرشِــدًا، ومُساعِدًا، ومُوجِّ تجوَّ
لهم التغذية الراجعة.

إذا واجــه بعض الطلبــة صعوبة في حل أي مســألة، • 
ن من حل المسألة، واطلب إليه كتابة  فاختر طالبًا تمكَّ

حله على اللوح.

   الواجب المنزلي: 

اطلب إلى الطلبة أن يحلوا في البيت جميع المســائل • 
الواردة في الصفحة السابعة عشرة من كتاب التمارين، 
دًا لهم المســائل التي يمكنهم حلها في نهاية كل  مُحدِّ

م من أمثلة الدرس وأفكاره. حصة بحسب ما يُقدَّ
يمكن أيضًا إضافة المسائل التي لم يحلها الطلبة داخل • 

غرفة الصف إلى الواجب البيتي.
في اليوم التالي، اطَّلِع على حلول الطلبة، وناقِشهم في • 

أي صعوبات واجهوها في أثناء الحل.

إجابة أتحقق من فهمي 3:
a) 2x + 2y = 72 ⇒ y = 36-x

  A(x) = x(36-x) = 36x-x2

b) A'(x) = 36 - 2x

c) 18

d) 324 cm2
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الوحدةُ 6

اهــا  ــا إيّ صنِّفً ، مُ ــدُ إحداثيــاتِ هــذهِ النقــاطِ . أَجِ  14  للاقتــرانِ f(x) = 3x4 -10x3 + 6x2 + 3   ثــلاثُ نقــاطٍ حرجــةٍ

.￯إلــى عظمــى، وصغــر
. x = 3 قيمةٌ حرجةٌ عندما f(x) = x2 + 1

k
 x ِإذا كانَ للاقتران k ِدُ قيمةَ الثابت  15  أَجِ

 º�ِِنامPú óمن÷ها حظائر óيصن� ÷ëأ óØأرا ºèِــبا {ارِعm ò 180 منó الش» ôلدى م
ا كما في الشكلِ المجاورِ: ðمتر y ها ôوعر� ºا ðمتر x من÷ها Ąكل ôéوI

y = 18- 1.2x َهي y  16  أُبيِّنُ أنَّ العلاقةَ بينَ x وَ

. ساحةَ الكليةَ للحظائرِ مثِّلُ المِ  17  أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ A(x) = 144x - 9.6x2 يُ

. ساحةَ الكليةَ للحظائرِ أكبرَ ما يُمكِنُ  18  أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ المِ

. ساحةٍ كليةٍ ممكنةٍ للحظائرِ دُ أكبرَ مِ  19  أَجِ

.  20 برvاëٌ: أُثبِتُ أنَّ الاقترانَ f(x) = 2x3 + 3x2 + 4x -5  ليسَ لهُ قيمٌ حرجةٌ

مهارات التفكير العليا

دُ نوعَ  دُ قيمتَيِ الثابتيْنِ a, b إذا كانَ للاقترانِ f(x) = x2 + ax + b قيمةٌ حرجةٌ عندَ النقطةِ (3 ,1)، ثمَّ أُحدِّ  21 تبريرٌ: أَجِ

ا إجابتي. رً برِّ ، مُ القيمةِ الحرجةِ

:ABCD ِعلى أ�°عِ المست\يل ô� ôوسÍر ôتق� ï{ال AFE óqالم�ل ôالمجاور ôالشكل ôبي»ن ôي
، أُبيِّــنُ أنَّ الاقترانَ  ا علــى القياســاتِ المعطــاةِ فــي الشــكلِ  22 ا عتمــادً

.AFE ِساحةَ المثلث مثِّلُ مِ H(x) = 24 - 4x + 1  يُ
2

 x2

ساحةَ المثلثِ AFE أصغرَ   23  أستعملُ المشــتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِ

. ما يُمكِنُ

دُ موقعَ  ربَّعٍ ودائــرةٍ. أُحدِّ هُ لعملِ مُ هُ cm 20، يــرادُ قصُّ : ســلكٌ طولُ Ą24 تحد 

. ربَّعِ والدائرةِ أصغرَ ما يُمكِنُ ساحتَيِ المُ القصِّ بحيثُ يكونُ مجموعُ مِ

y

x

8

6

F CD

E

x

x

BA

x

x

20 cm

?

r

.￯(3.4375 ,0.5): عظمى، (5- ,2): صغر ،￯(3 ,0): صغر

12x + 10y = 180 ⇒ y = 18-1.2x

A(x) = 2(18-1.2x)(4x)
   = 144x - 9.6x 2

540 m2

x = 7.5

k = - 1
6

f '(x) = 6x2 + 6x + 4

لا توجد حلول حقيقية لهذه المعادلة؛ لأن مميزها سالب.

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

x = 4

مهارات التفكير العليا

أشــرِك الطلبــة كافةً في حــل هذه المســائل؛ لتنمية • 
مهارات التفكير العليا لديهم.

ــن الطلبة كافةً من حل •  ر أنه ليس شــرطًا أن يتمكَّ تذكَّ
المســائل جميعها، ولكن يجب عليهــم أن يحاولوا 

حلها.
اطلب إلى الطلبة - ضمن مجموعات- حل المسائل • 

فــي بند )مهارات التفكر العليــا(، ثم اطلب إلى أفراد 
لهم إلى الحل في كل مســألة،  بعضها بيان كيفية توصُّ
وامنح الآخرين فرصة نقد إجابات زملئهم وتقويمها.

ع الطلبة على تبرير إجاباتهم. •  شجِّ

الإثراء5

اطرح على الطلبة السؤال الآتي:• 
 مجموع عدد مع ثلثة أمثال عــدد آخر أصغر منه  »

يساوي 45، جد العددين بحيث يكون ناتج ضرب 
مربع العدد الصغير في العدد الكبير أكبر ما يمكن.  

10,15

تعليمات المشروع 

اطلب إلى الطلبة البدء بتنفيــذ الخطوات )8-6( من • 
المشروع.

ه الطلبة إلى تنظيم إجراءاتهم وتوثيقها بنسخ صورة •  وجِّ
(print screen) للشاشة في كل خطوة.

أخبر الطلبة بموعد عرض مشروع الوحدة.• 

الختام6

اطرح على الطلبة السؤالين الآتيين:• 
 مــا الفرق بين النقطــة الحرجــة والقيمة العظمى  »

والقيمة الصغرى؟
 ما الخطوات الواجب اتباعها لإيجاد القيم العظمى  »

والقيم الصغرى لاقتران؟
اطلب إلى الطلبة حل الســؤال الوارد في بند )مســألة • 

اليوم(.
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اĬتباĳُ نهايةِ الŵحدةِ

أØ ô��óائرةð حوóé رمِ{ اüجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:
:  1  ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) = 3x -1 عندَ النقطةِ x = 5 هوَ

a) 3   b) 1
3

   c) -1   d) 0

 2 إذا كانَ f(x) = x(2x + 1) ، فإنَّ f '(x) يساوي:

a) x    b) 2x + 1

c) 2x2 + x   d) 4x + 1

هــا قيمــةٌ عظمــى للاقتــرانِ  x التــي عندَ  3  قيمــةُ 

: f(x) = (x-2)(x-3)2 هيَ

a) - 7
3

   b) - 5
2

c) 7
3

    d) 5
2

ها جسمٌ   4  إذا مثَّلَ الاقترانُ d(t) = t 2 المسافةَ التي يقطعُ

، فإنَّ سرعةَ الجسمِ عندما  ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ كٌ تحرِّ مُ
: t = 1 هيَ

a) 0   b) 1   c) 2   d) 4

كٍ يســيرُ بسرعةٍ تُعطى  تحرِّ  5  أكبرُ قيمةٍ لســرعةِ جســمٍ مُ

بالاقترانِ v(t) = t3 - 6t2 + 9t + 4 ، حيثُ t الزمنُ 
: ، هيَ بالثانيةِ

a) 3    b) 4

c) 8    d) 9

ــدُ h'(x) ، ثمَّ أُبيِّنُ أنَّ   6  إذا كانَ h(x) = 2x2 + x ، فأَجِ

.x(1 + h'(x)) = 2h(x)

ــتِ النقطــةُ P(-1, c) على منحنــى الاقترانِ   7  إذا وقعَ

دُ إذا كانَ الميلُ  دُ قيمةَ c، ثمَّ أُحدِّ f(x)= 5x2 + 2، فأَجِ

.P ِموجبًا أوْ سالبًا عندَ النقطة

 f(x) = 4x3 + 2 دُ معادلةَ مماسِّ منحنى الاقترانِ   8  أَجِ

عندَ النقطةِ التي إحداثيُّ x لها 1-

 ôل óستعمôا يðالبR ôالمجاور ôالشكل ôبي»ن ôي
 ôمِســاحة ô�لصنِ� لóبـِـنِ البناºÊِ وتبل

:600 cm2 ôس\حِِ� الكلية

 9  أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ 

. مثِّلُ حجمَ القالبِ V(x)= 200x- 4  يُ
3

 x3

 10  أســتعملُ المشــتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ الحجمَ 

. أكبرَ ما يُمكِنُ
. دُ أكبرَ حجمٍ ممكنٍ للقالبِ  11 أَجِ

) التي  مثِّلُ الاقتــرانُ d(t) = t2 + 1 المســافةَ (بالمترِ  12  يُ

دُ السرعةَ  . أَجِ ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ كٌ تحرِّ ها جسمٌ مُ يقطعُ
6 m/s ُعندما تبلغُ السرعة t َدُ الزمن ، ثمَّ أَجِ بعدَ ثانيتيْنِ

p÷ إلى  óه RوºØِ فتوج¬ óةِ الوþلتعب òإن}ار óجرس óي¬ة óم ôس ôارةöسي ÷póلقIأ
.ØِوR óمح\ةِ الو

م�»لô المنحنى في الشكلِ  ôي
 óبين óــةR°المجــاورِ الع
يةِ  تبق» ôال{منِ والمســافةِ الم
ي¬ةô إلى  óــم ôس ÷póلÉحتى و

المح\ةِ:
دُ سرعةَ السيّارةِ بعدَ ثانيتيْنِ منَ انطلاقِ جرسِ تعبئةِ   13  أَجِ

قودِ. الوَ

. دُ سرعةَ السيّارةِ بعدَ 10 ثوانٍ  14  أَجِ

2x cm

x cm
y cm

y

y = (x - 10)2

x111

10

-1

100

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

انظر ملحق الإجابات

x = √50

 942.8 cm3

4 m/s  t = 3 s

-16 m/s

0 m/s

c = 7

الميل سالب.

الوحدةُ

5
التقويم الختامي:

راجِع الطلبة في الأفكار الأساسية لدروس الوحدة.• 
ع الطلبة إلى مجموعــات، ثم اطلب إلى أفراد كل •  وزِّ

مجموعة حل جزء من الأســئلة، ثم عرض إجاباتهم 
أمام الزملء.

عيِّن بعض الأســئلة ليحلها الطلبة واجبًــا منزليًّا، ثم • 
ناقِشهم في إجاباتها في اللقاء التالي.

الفت انتباه الطلبة إلى أنَّ الأســئلة )35-31( وردت • 
ضمن الاختبارات الدولية، أو هي مسائل مشابهة لها.
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اĬتباĳُ نهايةِ الŵحدةِ
أóجِدô مشتقةó كلĄ منó الاRتراناتِ اùتيةِ:

15  f(x) = 2π3 16  f(x) = x8

17  f(x) = -3x4  18  f(x) = x

19  f(x) = 1-2x 20  f(x) = 4-5x2 + x3

 Ąالقيمِ العظمى والقيمِ الصغرى لكل Øِيجاü óالمشتقة ôأستعمل
:) ت÷ óجِد ôو ÷ëتيةِ )إùتراناتِ اRالا óمن

21  f(x) = 17  22  f(x) = 5x + 4

23  f(x) = x2-5x + 6 24  f(x)=2x3-4x2+2x+1

 25  تُمثِّلُ العلاقةُ d(t) = 0.6t3 - 1.5t - 0.9 المســافةَ 

 . ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ كٌ تحرِّ ها جسمٌ مُ ) التي يقطعُ (بالمترِ
هُ السرعةُ 14.7m/s؟ ما الزمنُ  الذي تساوي عندَ

 f(x) = kx - x3 ِإذا كانَ للاقتران k ِــدُ قيمةَ الثابت  26  أَجِ

 x = -1 نقطةٌ حرجةٌ عندما
ا على التم�يلِ البياني» اùتي:  ðØاعتما

y

x

-10
-2 -1-3-4-5 1 2 3

-20

-30

-40
-50

50
40

30

20
10

(3, 14)

(-5, -42)

(-2, 39)

(2, 7)

) التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى  دُ الفترةَ (الفتراتِ  27  أُحدِّ

موجبًا.
) التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى  دُ الفترةَ (الفتراتِ  28  أُحدِّ

سالبًا.
) التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى  دُ النقطــةَ (النقاطَ  29  أُحدِّ

ا. صفرً

 30  إذا كانَ المستقيمُ 

في الشكلِ المجاورِ 
هوَ منحنى الاقترانِ 
.f '(x) ُد f(x)، فأَجِ

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ
أ��Ø ôائرةð حوóé رمِ{ اüجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

 ￯التي عندها قيمٌ عظمــى أوْ قيمٌ صغر x  ِ31  جميعُ قيــم 

: للاقترانِ f(x) = 3x5 - 5x3 + 15  هيَ
a) -1, 0, 1   b) -1, 0

c) 0, 1    d) -1, 1

:  32 عددُ النقاطِ الحرجةِ للاقترانِ f(x) = (x-3)9 هوَ

a) 1   b) 2   c) 8   d) 9

 f(x) = x3-12x + 17 ëِتراRمنحنى الا ôالمجاور ôالشكل ôم�»ل ôي
ال}ï ل�R ôيمةٌ عظمى عندó النق\ةِ ºA وRيمةٌ Éغرى عندó النق\ةِ 

:B ِالنق\ة óعند y óمحور ô�\ويق ºC

y

x

C
B

A

0

.f '(x) ُد  33 أَجِ

.B ِعندَ النقطة f(x) ِدُ ميلَ منحنى الاقتران  34 أَجِ

.C َو A ِدُ إحداثيَّيْ كلٍّ منَ النقطتيْن  35 أَجِ

y

x0 (6, 0)

(0, 2)

20-15) انظر 

ملحق الإجابات

24-21) انظر 

ملحق الإجابات

f '(x) = m

m = 2-0

0-6
 = -1

3
ميل هذا المستقيم هو: 

t = 3 s

k = 3

الفترتان: (2- ,∞ -)، و (∞ ,2)

(-2, 2)

النقطتان: (39 ,2-) ، و (7 ,2)

f '(x) = 3x 2 - 12

A = (-2, 33)

B = (2, 1)

-12

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ
م طلبة الصفيــن: الرابع والثامن في المدارس الأردنية  يتقدَّ
إلى اختبــار (TIMSS): كل أربع ســنوات. ويهدف هذا 
م الطلبة فــي التحصيل  الاختبــار إلى قياس مســتوى تقدُّ
الدراســي في مادتي الرياضيات والعلوم. ولهذا الاختبار 
أهمية في تقييــم جودة التعليم فــي الأردن مقارنةً بالدول 
م طلبتها لهذا الاختبار، والمساعدة على  الأخُرى التي يتقدَّ
رســم السياسة التربوية على المســتوى الوطني بما يخدم 

تطوير النظام التربوي، والارتقاء بنوعية مخرجاته. 
م أيضًا طلبة الصف العاشر في الأردن لاختبار البرنامج  يتقدَّ

 )PISA الدولي لتقييم أداء الطلبة
 The Program for International Students

Assessment:  فــي مجــالات القــراءة، والرياضيات، 

والعلــوم. وفــي ما يخــص الرياضيــات، فــإن المعرفة 
الرياضيــة - وفق هــذا البرنامج- يُعبَّر عنهــا بمدى قدرة 
الفرد على صياغة الرياضيات، وتوظيفها، وتفســيرها في 
أوضاع مختلفــة؛ إذ تتضمن القدرة على التفكير الرياضي، 
واســتعمال المفاهيم والإجــراءات والحقائق والأدوات 
لوصف الظواهر، والتنبُّؤ بها. وهي تسعى لمساعدة صانعي 
القرارات وراسمي السياسات التربوية في الدول المشاركة 
على تحديد معايير حقيقيــة وواقعية لأداء نظمها التربوية، 
وتُعِينهــم على تقييم النجاحــات أو الإخفاقات، علمًا بأن 
الأردن يشارك في دورات هذه الدراسات والبرامج بانتظام 

منذ أوائل تسعينيات القرن العشرين.
يتعيَّــن عليــك - عزيزي المعلِّــم- تشــجيع الطلبة على 
الاهتمام بحل هذه الأســئلة، والمشــاركة في الدراسات 
وبرامــج التقييم الدولية بكل جديــة، وتضمين امتحاناتك 

المدرسية نوعية هذه الأسئلة.
تنبيه للسؤال 32 : 

ورد خطئ مطبعي في كتابة اقتران هذا السؤال والاقتران الصحيح 
f(x) = (x-3)2 هو

!
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تقديرُ ميلِ المنحنى 

ا لمنحنى الاقترانِ  مثِّلُ المستقيمُ في الشكلِ المجاورِ مماسًّ 1  يُ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ  y = x2 - 3x + 4 عندَ النقطةِ A(0, 4). أُقدِّ

.A ِعندَ النقطة

 = y عندَ النقطةِ 
1
8  x3 ِا لمنحنى الاقتران مثِّلُ المستقيمُ في الشكلِ المجاورِ مماسًّ 2  يُ

.A ِرُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطة A(2, 1). أُقدِّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ y = x3 - 3x + 1  عندَ النقطةِ (3 ,2).  3  أُقدِّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ y = 4x - 3x2  عندَ النقطةِ (4- ,2).  4  أُقدِّ

t الزمنُ  ، وَ ، حيثُ d المسافةُ المقطوعةُ بالمترِ كٌ تحرِّ ها جسمٌ مُ مثِّلُ الاقترانُ d(t) = 40t - 16t2 المسافةَ التي يقطعُ 5  يُ

. رُ سرعةَ الجسمِ اللحظيةَ بعدَ ثانيتيْنِ بالثواني. أُقدِّ

-2 ≤ x ≤ 2 ِفي الفترة f(x) ëِتراRمنحنى الا ôأرسم
باستعماéِ جدوéِ القيمِ المجاورِ:

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (1 ,2). 6 أرسمُ مماسًّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (1 ,2). 7 أُقدِّ

ا؟ ها صفرً 8 ما إحداثياتُ النقطةِ التي يكونُ ميلُ المنحنى عندَ

 -1 ≤ x ≤ 3 ِفي الفترة f(x) ëِتراRمنحنى الا ôأرسم
باستعماéِ جدوéِ القيمِ المجاورِ:

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (1 ,2). 9 أرسمُ مماسًّ

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (1 ,2). 10 أُقدِّ

ا؟ ها صفرً 11 ما إحداثياتُ النقطةِ التي يكونُ ميلُ المنحنى عندَ

210-1-2x

121-2-7f(x)

3210-1x

41014f(x)

1

-4

-2

2

4

-2-4 2 4

y

x0

1

1

-1
-2

2
3
4
5
6
7
8

-1 2 3 4 5

y

x0

-6¸2  ، أو إجابة قريبة منها.

m= 3

2

انظر رسوم الطلبة، واقبل الإجابات القريبة من 9
انظر رسوم الطلبة، واقبل الإجابات القريبة من 8-

انظر رسوم الطلبة، واقبل الإجابات القريبة من 24-

انظر ملحق الإجابات
2- (اقبل إجابات الطلبة القريبة من ذلك).

2 (اقبل إجابات الطلبة القريبة من ذلك).

(1, 2)

(1, 0)

انظر ملحق الإجابات

16

الدرسُ
الاشتقاقُ

ا يأتي: öمم òëتراRكل» ا óمشتقة ôجِدóأ
1   f (x) = - 7

3
2  f (x) = 

8
5

3  f (x) = -6x 4  f (x) = 3.2x

5  f (x) = 3x41
6  f (x) = -x64

7  f (x) = x3 - 4x2 + 3 8  f (x) = 7x3 + 6x2 - x

9  f (x) = (x + 4)(x - 2) 10  f (x) = (x - 5)2

أستعملô التم�يلó البياني¬ لمنحنى الاRتراf(x) = 4x - x2 ëِ في الشكلِ 
المجاورِ ل³جابةِ عنِ اúسþلةِ اùتيةِ:

.f '(x)  ُد 11 أَجِ

 x ِهِ معَ محور دُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ نقطتَيْ تقاطعِ 12 أَجِ

ها الميلُ 1 دُ على المنحنى النقطةَ التي يكونُ عندَ 13 أُحدِّ

ها الميلُ 2- دُ على المنحنى النقطةَ التي يكونُ عندَ 14 أُحدِّ

ا يأتي: öمم Ąفي كل f '(-1) óيمةR ôجِدóأ
15   f (x) = x2 - 3x + 1 16  f (x) = x3 - x2 - 2

ها ميلُ منحنى f (x) = x2 - 5x + 6 يساوي 9- دُ النقطةَ التي يكونُ عندَ 17 أَجِ

ا يأتي: öمم Ąكل Øِيجاü óالمشتقة ôفأستعمل º f(x) = x2 + 5 x + 7  óëا كاÙإ
x = 2 ما 18 ميلُ المنحنى f (x) عندَ

ها ميلُ منحنى f(x)  يساوي 0 19 قيمةُ x التي يكونُ عندَ

، حيثُ t الزمنُ بالثواني. كٌ تحــرِّ ها جســمٌ مُ ) التي يقطعُ 20  تُمثِّلُ العلاقةُ d(t) = 2t 3 - 5t 2 + 3t + 4 المســافةَ (بالمترِ

 t = 2 ما دُ سرعةَ الجسمِ عندَ أَجِ
f'(x) ُد ، فأَجِ ، وَ n عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ 21 إذا كانَ f(x) = a xn + b ، حيثُ a، وَ b عددانِ حقيقيانِ

1

1

-1
-2
-3
-4
-5

-2

2
3
4
5

-1 2 3 4 5 6

y

x
0

2

ôات
شتق

 الم
: 6 ôة

حد
الو

f '(x) = 0

f '(x) = -6

f '(x) = 123x40

f '(x) = 3x2 - 8x

f '(x) = 2x + 2

f '(x) = 0

f '(x) = 3.2

f '(x) = -64x63

f '(x) = 21x2 + 12x -1

f '(x) = 2x - 10

f '(x) = 4 -2x

(1.5, 3.75)

(3, 3)

(-2, 20)

9

-2.5

7 m/s

f '(-1) = -5 f '(-1) = 5

f '(x) = nax n-1

الميل عند (0 ,0) هو: 4، وعند (0 ,4) هو: 4-

17

الدرسُ

ôات
شتق

الم
: 6 

ôحدة
الو

القيمُ العظمى والقيمُ الصغرى

:) ت÷ óجِد ôو ÷ëتيةِ )إùتراناتِ اRالا óمن Ąالصغرى لكل óالعظمى والقيم óالقيم ôجِدóأ
1   f (x) = 2 2  f (x) = -3

3  f (x) = 2x - 1 4  f (x) = 5x + 3

5  f (x) = x2 + 2x + 1 6  f (x) = x2 - 8x + 7

7  f (x) = x3 - 6x2 + 5 8  f (x) = x3 + 6x2 - 15x

9  f (x) = x3(4 - x) 10  f (x) = (x + 1)(x - 2)

 x = 1 ما ا بأنَّ للاقترانِ f(x) = kx2 + x قيمةً حرجةً عندَ دُ قيمةَ الثابتِ k، علمً 11 أَجِ

. ما أكبرُ ما يُمكِنُ ما 150، وحاصلُ ضربِهِ هُ دُ العدديْنِ الموجبيْنِ اللذيْنِ مجموعُ 12 أَجِ

. ، حيثُ x الطولُ بالمترِ هُ المهندسةُ شــفاءُ تْ ســاحةَ غرفةٍ مســتطيلةٍ في مُخطَّطٍ أَعدَّ مثِّلُ الاقترانُ A(x) = x(9 - x) مِ 13  يُ

. ساحةٍ ممكنةٍ للغرفةِ دُ أكبرَ مِ أَجِ

 ºا ð2 مترx ô�ôولI òعلى شكلِ مست\يل óيvو º80  m هاô\محي ðحديقة ôالمجاور ôالشكل ôم�»ل ôي
:òائرةØ ôوبجانبِِ� نص� ºا ðمتر y ô� ôوعر�

. ساحةَ الحديقةِ مثِّلُ مِ  + A(x) = 80x - (2 يُ
π
2 )x2 َ14 أُبيِّنُ أنَّ الاقتران

. ساحةَ الحديقةِ أكبرَ ما يُمكِنُ 15 أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِ

. ساحةٍ ممكنةٍ للحديقةِ دُ أكبرَ مِ 16  أَجِ

دُ نوعَ  f(x) = 1 قيمةٌ حرجةٌ عندَ النقطةِ (3- ,4-)، ثمَّ أُحدِّ
4  x2 + ax + b ِإذا كانَ للاقتران a, b ِــدُ قيمتَيِ الثابتيْــن 17  أَجِ

ا إجابتي. رً برِّ ، مُ القيمةِ الحرجةِ

3

y

2x

10-1) انظر ملحق الإجابات

k = -0.5

x = 75, y = 75

20.25 m2

انظر ملحق الإجابات

448.08 m2

انظر ملحق الإجابات

x = 11.202

كتاب التمارين
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معمل برمجية جيوجبرا: 
   )1

 

  يكون الميل سالبًا لكل x < 1، وصفرًا عندما x = 1، وموجبًا لكل 
x > 1

   )2

 

  يكون الميل موجبًا لكل x < -1، وصفرًا عندما x = -1، وسالبًا 
x > -1 لكل

   )3

 

 ،x = 1.81 وصفــرًا عندما ،x < 1.81 يكون الميل ســالبًا لكل  
x > 1.81 وموجبًا لكل

   )4

 

  يكــون الميــل ســالبًا لــكل  x < 3 >0.5-، وصفــرًا عندمــا 
x < -0.5  ولكل ،x >3 وموجبًا لكل ،x = 3و ،x = -0.5

الدرس 1:
  )4

1

0 1 2 3 4 5

2

3

4

5

6

y

x

  )5

1

0 1 2 3 4 5

2

3

4

5

6

y

x

  )8

1

0 1 2 3

2

3

y

x

  )9

1

0 1 2 3

2

3

y

x
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  )17

10

0 1 2 3 4 5
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y

x

  )18

10

0 1 2 3 4 5

20

30

40

50

60

y

x

  )20

10

0 1 2 3 4 5

20

30

40

50

60

y

x

 )21

50

0 2 4 6 8 10 12

100

150

200

250

300

y

x

18.75 m/s أي إجابة قريبة من  )22

50

0 2 4 6 8 10 12

100

150

200

250

300

y

x

9a+ 81b = 26.19 :بتعويض (26.19 ,3) في المعادلة ينتج  )23

36a+ 1296b=95.04 :وبتعويض (95.04 ,6) في المعادلة ينتج  
وبضرب المعادلة الأولى في (4-) وجمعها مع الثانية ينتج:  

b = -0.01 :972  ، إذنb = -9.72  
a = 2.82 :في المعادلة الأولى نجد أن b وبتعويض قيمة  

رًا ميله.  ا عند (2 ,2)، مُقدِّ ارسم المنحنى ومماسًّ  )24

)اقبل من الطلبة أي إجابة قريبة من 1-(.  

1

0 1 2 3

2

y

x



79D

ت
با

جا
لإ

 ا
ق

ح
مل

انظر رسوم الطلبة.  )25

  يتقاطع المنحنى مــع المحور x عنــد (0 ,8) و (0 ,2-)، وميله 
عند (0 ,8) هــو 10 )اقبل إجابات الطلبــة القريبة(، حيث يصنع 
المماس عندها زاوية حادة مع المحور x، وميله عند (0 ,2-) هو 
10- )اقبل إجابات الطلبــة القريبة(، حيث يصنع المماس عندها 

زاويــة منفرجة مع المحور x يتقاطــع المنحنى مع المحور y عند 
(16- ,0)، وميله عندها هو6-  )اقبــل إجابات الطلبة القريبة(، 

x حيث يصنع المماس عندها زاوية منفرجة مع المحور

انظر رسوم الطلبة.   )26

  اقبل إجابات الطلبة التي تُمثِّل اقترانًا من الدرجة الثانية ومماســين 
عند نقطتين متقابلتين متعاكستين حول محور تماثل المنحنى.

زهم    ســيختار معظم الطلبة الاقتران f(x) = x 2 لسهولته؛ لذا حفِّ
إلى ذكر أمثلة غيره.

الدرس 2:
f '(x) = x 2 - 5  )29

x 2 - 5 = 4 ⇒ x 2 = 9 ⇒ x =  3  

y في الاقتران، نجد الإحداثي x وبتعويض قيم  
f(-3)= 10, f(3) = -2  

إذن، النقطتان، هما: (2- ,3) ,(10 ,3-)  

y ' = 3ax 2 + 2bx  )30

ق معادلته، إذن:  النقطة (3- ,2) واقعة على المنحنى، فتُحقِّ  
8a + 4b + 5 = -3 ⇒ 8a + 4b = -8  

والميل عندئذٍ هو صفر؛ أي إن:   
8a(2)2 + 4b(2) = 0 ⇒ 12a + 4b = 0  

بحل هاتين المعادلتين، نجد أن:  
b = -6 و a = 2  

h'(t) = -9.8t + 147  :السرعة هي  )31

وعندما تكون السرعة m/s 98، فإن:  
-9.8t + 147 = 98 ⇒ t = 5  

h(5) :هو t = 5 ارتفاع القذيفة عن الأرض عندما  
h(5) = -4.9(5)2 + 147(5) = 612.5 m  

الدرس 3:
(1- ,2): صغرى  )1

(12- ,3-): صغرى  )2

(7.25 ,2.5): عظمى  )3

(40.5 ,3-): عظمى  )4

(22- ,2): صغرى  
(0 ,0): صغرى  )5

(81 ,3-): عظمى  
(81 ,3): عظمى  

(8 ,1-): عظمى  )6

(0 ,1): صغرى  
(12 ,2-): عظمى  )7

(20- ,2): صغرى  
(0 ,0): صغرى  )8

√ -): عظمى 2
3

 , 5.09)  )9

√ ): صغرى 2
3

 , 2.9)  
(66 ,2-): عظمى  )10

): صغرى 4
3

 , 47.48)  

f '(x) = 2x + a  )21

f '(1) = 2x + a = 0 ⇒ a = -2  

f '(1) = 1 + -2 + b = 3 ⇒ b = 4  

  عنــد النقطــة (3 ,1) قيمــة صغرى؛ لأن إشــارة المشــتقة تتغيَّر 
 من ســالبة إلــى موجبة مــن يســار x = 1 إلى يمينــه، حيث إن

f '(0) = -2, f '(1) = 2

 H(x)=48-[( 1
2

 (x)(6-x))+( 1
2

 (8)(x))+( 1
2

 (6)(8-x))]  )22
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A1 = x 2  مساحة المربع.  )24

d1 = 4x  محيط المربع.  
A2 = πr 2  مساحة الدائرة.  
d2 = 2πr  محيط الدائرة.  

4x + 2πr = 20 ⇒ x = 20-2πr
4

 
 A = x 2 + πr 2

 = ( 20-2πr
4

 )
2

 + πr 2

 = ( 1
4  π 2 + π ) r 2 - 5πr + 25

 A' = ( 1
2  π 2 + 2π ) r - 5π

 ( 1
2  π 2 + 2π ) r - 5π = 0 ⇒ r ≈ 1.4

 ⇒ x ≈ 2.8

  موقع القص يكون تقريبًا على بُعْد cm 11.2 من طرف الســلك. 
ن الجزء الآخر دائــرة محيطها  ن هذا الجــزء مربعًا، ويُكــوِّ يُكــوِّ

8.8 cm

اختبار نهاية الوحدة:
6 ( h'(x) = 4x + 1

 x(1+ 4x + 1) = 4x 2 + 2x = 2h(x)

f '(x) = 12x2 ⇒ f '(-1) = 12  )8

m = 12     f (-1) = -2  
معادلة المماس هي:   

 y + 2 = 12(x + 1) ⇒ y = 12x + 10  

2(xy) + 2(2xy) + 2(2x2) = 600 ⇒ y = 
100

x  - 
2
3  x  )9

   V(x) = ( 100
x  - 

2
3  x )(x)(2x)

      = 200x - 
4
3  x 3

f '(x) = 0  )15

f '(x) = 8x 7  )16

f '(x) = -12x 3  )17

f '(x) = 1  )18

f '(x) = -2  )19

f '(x) = -10x + 3x 2  )20

لا توجد قيم عظمى وقيم صغرى.  )21

لا توجد قيم عظمى وقيم صغرى.  )22

(0.25- ,2.5): صغرى  )23

): عظمى 1
3

 , 1.296)  )24

(1 ,1): صغرى  

كتاب التمارين - الدرس 1:
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كتاب التمارين - الدرس 3:
لا توجد قيم صغرى وقيم عظمى.  )1

لا توجد قيم صغرى وقيم عظمى.  )2

لا توجد قيم صغرى وقيم عظمى.  )3

لا توجد قيم صغرى وقيم عظمى.  )4

له قيمة صغرى عندما x = -1، هي: 0  )5

له قيمة صغرى عندما x = 4، هي: 9-  )6

له قيمة عظمى عندما x = 0، هي: 5  )7

له قيمة صغرى عندما x = 4، هي: 27-  
له قيمة عظمى عندما x = -5، هي: 100  )8

له قيمة صغرى عندما x = 1، هي: 8-  
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ت
با

جا
لإ

 ا
ق

ح
مل

له قيمة عظمى عندما x = 3، هي: 27  )9

له قيمة صغرى عندما x = 0.5، هي: 2.25-  )10

14 ( x + 2y + πx = 80 ⇒ y = 40 - π
2

 x - x

 A(x) = 2xy + 1
2

 πx 2

 = 2x (40 - π
2

 x - x ) + 1
2

 πx 2

 = 80x - πx 2 - 2x 2 + 1
2

 πx 2

 = 80x - π
2

 x 2 - 2x 2  = 80x - ( π
2

 + 2) x 2

a = 2, b = 1  )17

  صغرى؛ لأن إشــارة المشتقة تتغيَّر من ســالبة قبل 4- إلى موجبة 
بعدها، حيث:

f '(-5) = -0.2, f '(-2) = 1  
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